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ALEKSEI IVANOVICH MARKUSHEVICH 


QUATRE COURS 
DE 
MATHÉMATIQUES 


COURBES REMARQUABLES 


AIRES ET LOGARITHMES 
SUITES RÉCURRENTES 
NOMBRES COMPLEXES 

REPRÉSENTATIONS CONFORMES 


AVANT-PROPOS 


Ce petit livre s'adresse principalement aux écoliers ainsi 
qu'aux adultes, désireux de continuer à s'instruire, dont 
les connaissances en mathématiques se bornent aux pro- 
grammes de l’école secondaire. Le livre est constitué par des 
leçons faites aux écoliers des classes terminales de Moscou. 

En préparant la leçon sur les « Courbes remarquables » 
pour la publication, l'auteur l'a toutefois un peu élargie; 
s'efforçant cependant de la laisser accessible. La principale 
addition a été celle du $ 13 sur l’ellipse, l’hyperbole, la 
parabole, en tant que sections de surfaces coniques. 

Afin de ne pas augmenter le volume du livre, la plupart 
des données relatives aux courbes sont exposées sans démons- 
tration, bien que souvent on aurait pu les démontrer sous 
une forme accessible au lecteur. 

La leçon « Aires et logarithmes » a été faite à l'Uni- 
versité de Moscou à un large auditoire d'’écoliers, futurs 
participants aux olympiades mathématiques. Son but est 
d'exposer la théorie géométrique des logarithmes, dans 
laquelle les logarithmes apparaissent comme certaines aires 
et où toutes leurs propriétés sont tirées des propriétés de 
ces aires. Chemin faisant, la leçon fait connaître les notions 
et faits élémentaires du calcul intégral. Dans ce volume 
elle est donnée avec quelques suppléments. En en commen- 
çant la lecture, on peut ne pas savoir ce que c’est qu'un 
logarithme. Seule est nécessaire la connaissance des fonctions 
les plus élémentaires et leur représentation graphique, celle 
de la progression géométrique et de la notion de limite. 

La leçon « Suites récurrentes » a été exposée par l’auteur 
aux écoliers participant à l'olympiade mathématique de 
Moscou et, sous un aspect un peu modifié, à l’Institut de 
Moscou pour le perfectionnement des instituteurs. Dans le 
présent volume, celle est quelque peu élargie. 

Son thème se rapproche du cours scolaire (progressions 
arithmétiques et géométriques, suite des carrés des nombres 
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naturels, suites des coefficients du quotient de polynômes 
disposés par degrés croissants, etc.). C’est en même temps 
une véritable petite théorie mathématique ), achevée, 
simple et claire, comme tout ce qui est sorti des mains des 
grands maîtres de l'analyse mathématique qui l'ont créée. 

Les principes de la théorie des suites récurrentes ont été 
élaborés et publiés dans les années vingt du XVIII par le 
mathématicien français Moivre [dont le nom a été donné 
à la formule: (cos & -+- à sin a)" — cos na + i sin na et 
par un des premiers membres, chronologiquement, de l'Aca- 
démie des Sciences de Saint-Pétersbourg, le mathématicien 
suisse Daniel Bernoulli. La théorie développée en a été 
donnée par un des plus éminents mathématiciens du XVIII® 
siècle, Leonhard Euler, membre de l'Académie de Saint- 
Pétersbourg, qui a consacré aux suites (séries) récurrentes 
le Chapitre treize de son «Introduction à l'analyse des 
infiniment petits » (1748). Parmi des travaux plus récents, 
il convient de signaler l'exposé de la théorie des suites 
récurrentes dans le cours du calcul des différences finies 
par les célèbres mathématiciens russes, membres de l’Aca- 
démie, P. Tchébychev et A. Markov. 

La dernière leçon fait connaître au lecteur les nombres 
complexes et les fonctions élémentaires qui s’y rapportent 
(y compris la fonction de Joukovski et son application à la 
construction du profil d'aile d'avion). La forme géométrique 
a été donnée à l'exposé. Les nombres complexes sont consi- 
dérés comme des secteurs orientés ; les fonctions, comme des 
représentations. Pour rendre accessible au lecteur cette 
façon de comprendre les nombres complexes, nous commen- 
çons par l'interprétation géométrique des nombres réels 
et des opérations effectuées sur eux. Une connaissance 
préalable des nombres complexes n’est pas exigée du lecteur. 

L'AUTEUR 
1) Pour le lecteur accoutumé à l'analyse mathématique, indiquons 


que c'est l’analogue exact de la théorie des équations différentiel- 
les linéaires à cocfficients constants. 


Courbes 
remarquables 


Dans le langage courant, le mot « courbe » est souvent 

employé comme adjectif signifiant: qui s’écarte de la 
droite. Pour les mathématiciens, c’est un substantif qui 
désigne une ligne courbe. Qu'est-ce qu'une ligne courbe? 
Comment embrasser dans la même définition toutes les 
courbes qu'on trace au crayon ou à la plume sur le papier, 
à la craie sur le tableau noir et que les étoiles filantes ou 
une fusée dessinent la nuit dans le ciel? 

Voici la définition que nous adopterons: une courbe 
(sous-entendu une ligne courbe) est la trace laissée par un 
point qui se meut. Dans nos exemples, ce sera la pointe bien 
taillée d'un crayon, le bord aigu d’un bout de craie, un 
météore en ignition pénétrant dans les couches supérieures 
de l'atmosphère, une fusée. En partant de cette définition, 
la ligne droite est un cas particulier de courbe. En effet, 
pourquoi un point en mouvement ne pourrait-il laisser uno 


trace rectiligne ? 


9 Un point qui se meut décrit effectivement une droite 
quand il passe de sa position à toute autre suivant lo 
plus court chemin. Pour tracer une droite, on se sert d'une 
règle; quand le crayon glisse le long du bord de la règle, 
sa pointe laisse sur le papier une trace rectiligne. 

Si le point se meut sur un plan en restant toujours à la 
même distance d'un certain point immobile de ce plan, il 
décrit un cercle; c'est sur cette propriété du cercle qu'on 
s'appuie quand on le trace au moyen d'un compas. 

La droite et le cercle sont les courbes les plus simples 
et, en même temps, celles dont les propriétés sont les plus 
remarquables. Le lecteur est mieux renseigné sur ces courbes. 
Mais il ne connaît pas souvent à fond toutes les propriétés 
principales des droites et des cercles. Sait-il, par exemple, 
que si les sommets de deux triangles ABC et A’B'C' se 
trouvent sur trois droites se coupant au même point S 
(fig. 1), les trois points A7, X, Z, d'intersection des côtés 
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Fig. 2 


correspondants des triangles AB et À'B', BC et B'C, 
AC et A'C” doivent se trouver sur une même droite ? 

Le lecteur sait certainement que le point Àf qui se 
déplace sur un plan en restant à des distances égales de deux 
points immobiles F, et F,; du même plan, c'est-à-dire de 
façon que MF; — MF;,, décrit une droite (fig. 2). Mais il 
aura probablement du mal à dire quelle courbe dessine le 
point A7 si sa distance du point F, est un multiple de sa 
distance au point F, (le double, par exemple, comme sur 
la fig. 3). Il s'avère qu'une telle courbe est un cercle. Par 
conséquent, si le point Àf se meut sur le plan de façon que 
sa distance de l’un de deux points immobiles de ce plan F,; 
et F, change proportionnellement à la distance de l’autre 
point : 

ME; = k-MP, 


le point M décrit soit une droite (si le coefficient de pro- 
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F; O 


Fig. 3 


portionnalité Æ est égal à l'unité), soit un cercle (si le coeffi- 
cient de proportionnalité est différent de l'unité). 


3 Examinons la courbe tracée par le point M do façon 
que la somme des distances de ce point à deux points 
fixes F, et F', reste la même. Prenons un fil, attachons ses 
extrémités à deux épingles et plantons ces épingles dans une 
feuille de papier en laissant d’abord le fil lâche. Si mainte- 
nant nous tendons le fil au moyen d’un crayon placé vertica- 
lement en l'appuyant légèrement sur le papier et en faisant 
attention à ce que le fil reste tendu (fig. 4), la pointe du 
crayon décrit une courbe de forme ovale (ressemblant à un 
cercle aplati); cette courbe s'appelle une ellipse. 

Pour obtenir une ellipse entière, il faut faire :passer 
le fil de l'autre côté des épingles après avoir dessiné une 
moitié d'’ellipse. Il est évident que la somme des distances 
de la pointe M du crayon aux perforations d'épingle F; 
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et F, reste constante pendant toute la durée du mouvement; 
cette somme est égale à la longueur du fil. 

Les perforations d’épingle marquent sur le papier deux 
points appelés foyers de l'ellipse. Le mot foyer qui désigne 
le lieu où l'on fait du feu est justifié par une propriété 
remarquable de l’ellipse. Si l'on courbe en arc d'ellipse 
une mince bande de métal parfaitement poli et si l’on place 
à l'un des foyers une source de lumière ponctuelle (un 
« feu »), les rayons de lumière réfléchis par la bande de métal 
se rassembleront à l’autre foyer: c'est pourquoi un « feu », 
l'image du premier, sera également visible à l’autre foyer 


(fig. 9). 


Si l'on réunit les foyers de l'ellipse par un segment 

de droite et qu'on prolonge ce segment jusqu’à sa ren- 
contre avec l’ellipse, on obtient le grand axe de l’ellipse: 
A4: (fig. 6). L'’ellipse est symétrique par rapport à son 
grand axe. Si l'on divise en deux le segment F,F, ot qu'on 
mène la perpendiculaire en son milieu, en prolongeant 
cette perpendiculaire jusqu'à sa rencontre avec 1 ellipse, 
on obtient le petit axe de l'ellipse: B,B:. C'est aussi un 
axe de symétrie pour l'ellipse. Les extrémités des axes: 
A4, BB, sont appelées sommets de l'ellipse. 

La somme des distances du point À, aux foyers F\ et F, 
doit être la longueur du fil: 


A,F, + NE — l. 
Mais 
AF, — A2F3 
en raison de la symétrie de l'ellipse; c'est pourquoi on 
peut remplacer A:F, par A4,F, et obtenir: 


AL AR=T 


Il est évident que le premier membre de cette égalité 
est la longueur du grand axe de 1 ellipse. Donc, la longueur 
du grand axe est égale à celle du fil ; autrement dit, la somme 
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l'ig. 6 


des distances de tout point de l’ellipse aux foyers est égale 
au grand axe de cette ellipse. Il en découle, en raison de la 
symétrie de l’ellipse, que la distance du sommet B, (ou B;) 
à chacun des foyers est égale à la moitié de la longueur du 
grand axe. C'est pourquoi, connaissant les sommets de 
l’ellipse, il est aisé de construire ses foyers : il faut trouver 
les intersecteurs du grand axe avec l'arc de cercle ayant 
pour centre le point B, et pour rayon, la moitié de A,42. 


5 Sur un grand axe de l’ellipse pris comme diamètre, 
construisons une circonférence (fig. 7). À partir d'un 
point quelconque N de la circonférence abaissons sur le 
grand axe la perpendiculaire NP qui coupe l'ellipse au 
point Àf. Il est évident que NP est de plusieurs fois supé- 
rieur à AP. Or, si l'on prend un autre point N” quelconque 
de la circonférence et qu'on fasse la même construction, 
N'P' sera supérieur au segment respectif A/'P' du même 
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Fiy. 7 


nombre de fois : 


NP _ N'P' 
MP MP'° 


En d’autres termes, on peut obtenir une ellipse à partir 
de la circonférence circonscrite en rapprochant tous les 
points de la circonférence du grand axe de l'ellipse par réduc- 
tion d'un même nombre de fois des distances de ces points 
au grand axe. C'est sur cette propriété que repose un procédé 
simple de construction de l’ellipse point par point. Traçons 
une circonférence, menons-en un diamètre quelconque, puis 
remplaçons les points de la circonférence par d'autres situés 
sur Îles perpendiculaires au diamètre à des distances un 
certain nombre de fois (1 !/,, 2, 3 fois, etc.) plus rapprochées 
de lui. Nous obtenons les points d'une ellipse dont le grand 
axe coïncide avec le diamètre de la circonférence et dont le 
petit axe est un certain nombre de fois (1 !2, 2, 3 fois, 
etc.) plus petit que le diamètre. . 
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Fig. 8 


Dans la vie courante, nous observons souvent des ellipses. 

Par exemple, si l'on incline un verre rempli d'eau, 
la courbe circonscrivant la surface supérieure de l'eau est 
unc cilipse (fig. 8); il en est de même quand on coupe des 
tranches d’un morceau de saucisson cylindrique en tenant le 
couteau obliquement, ces tranches ont aussi la forme d’uno 
cllipse (fig. 9). D'une façon générale, si un cylindre droit 
(ou un cône) est coupé obliquement (de façon à ne pas 
empiéter sur la base), la coupe obtenue est une ellipse 
(fig. 10). 

Képler (1571-1630), déjà, avait découvert que les planè- 
tes tournent autour du Soleil non pas suivant des cercles, 
comme on le croyait avant lui, mais suivant des ellipses, 
de façon que le Soleil se trouve au foyer de chaque ellipse 
(fig. 11). Au cours de sa révolution, la planète se trouve une 
fois au sommet de l'ellipse À, le plus rapproché du Soleil, 
c'est le périhélie, et une fois au sommet 4, le plus éloigné 
du Soleil, c’est l'aphélie. Par exemple, la Terre est au périhé- 
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Fig. 9 


lie quand c'est l'hiver sur notre hémisphère et à l’aphélie 
quand c’est l'été. L’ellipse suivant laquelle gravite la Terre 


D: 


est peu aplatie, elle ressemble à un cercle. 


7 Traçons, sur une feuille de papier, une droite D,D; 
quelconque, prenons un point F en dehors de cette droite 
et déplaçons la pointe 47 d'un crayon de façon que sa distan- 
ce de la droite soit à tout moment égale à sa distance du 
point F (fig. 12). Pour cela. il suffit de fixer au moyen 
d'une punaise au sommet $ d’une équerre un fil d’uno lon- 
gucur égale au côté SN et d’attacher l'extrémité du fil à une 
épingle enfoncée au point F. Si, maintenant, l’autre côté 
de l'équerre glisse le long d’une règle appuyée sur D,D, 
la pointe A7 du crayon, tendant le fil et l’appuyant contre 
le côté libre de 1 équerre, se trouvera à des distances égales 
de la règle et de l’épingle: 


NM = MF. 
18 
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Fig. 11 


Cette pointe décrit sur le papier une portion de la ligno 
appelée parabole. Pour obtenir une plus grande partie de 
cette courbe, il faut prendre une équerre à côté plus long et, 
si nécessaire, une règle plus longue. La parabole est consti- 
tuée d'une branche s'étendant à l'infini. 

Le point F est appelé foyer de la parabole; la perpendicu- 
laire abaissée du foyer sur la droite DD, (appelée directrice) 
et prolongée est l'axe de symétrie de la parabole : elle s'appel- 
le simplement axe de la parabole. 


Si l'on courbe en arc de parabole une étroite bande 

de métal parfaitement poli, les rayons d’une source 
lumineuse ponctuelle située au foyer deviennent parallèles 
à l'axe après s'être réfléchis sur la bande de métal (fig. 13). 
Inversement, si un faisceau de rayons parallèle à l’axe de la 
parabole tombe sur notre bande de métal, les rayons réfléchis 
se rassembleront en son foyer. 
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C'est sur cette propriété qu'est basé le réflecteur para- 
bolique utilisé dans les phares d'autos (fig. 14), et d’une 
façon générale dans les projecteurs. Toutefois, ils ne sont 
pas polis par bandes, mais suivant ce qu'on appelle un 
paraboloïde de révolution. On obtient la surface d'un miroir 
de ce genre par rotation de la parabole autour de son axe. 


9 Une pierre qui n’est pas lancée d'une façon rigoureuse 
verticalement suit une parabole (fig. 15) ; il en est de mé- 
me pour un obus. Il est vrai que dans l'un et l’autre cas, l'air 
déforme la parabole et qu'on a affaire, en fait, à une autre 
courbe. Mais en observant ce mouvement dans le vide, nous 
aurions une véritable parabole. 

Si pour une même vitesso initiale v du projectile sortant 
de la bouche du canon, on donne au tube des angles d'incli- 
naison différents par rapport à l'horizon, le projectile décrira 
des paraboles différentes et atteindra des distances diffé- 
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Fig. 15 


rentes. Sa portée sera maximale pour une inclinaison du 
2 
# « Q lé % LV + 
tube égale à 45°. Cette distance sera égale à Troùg est 


l'accélération de la force de pesanteur. Si on tire en l'air 
verticalement, le projectile s'élèvera à une hautour deux 


2 
L] LU Li U 
fois moins grande quo la portée maximale: -—. Que nous 


tournions d'une façon ou d’une autre le tube du canon (en 
le maintenant dans le même plan vertical), pour une vitesse 
donnée de lancement du projectile, il y aura toujours des 
points sur la terre et dans l'air que le projectile ne pourra 
attoindre. Il s'avère que ces points sont également séparés 
de ceux qu'avec une visée appropriée le projectile peut attein- 
dre par une parabole dite de sécurité (fig. 16). 


10°: analogie avec l'ellipse, on peut construire des 
courbes décrites par le point AT de façon que reste 
invariable, non pas la somme, mais la différence des distan- 
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parabole de Sécurité 


Fig 16. 


ces à deux points F, et F, déterminés, ou leur produit ou, 
enfin, le quotient de ces distances (dans ce dernier cas, 
on obtient un cercle). 

Examinons le cas de la différence. Pour obliger le crayon 
à se mouvoir de la façon voulue, piquons en chacun des 
points F, et F, une épingle et attachons à l'une d elles une 
règle de sorte quo celle-ci puisse tourner sur le papier autour 
de 1 épingle (fig. 17). A l'extrémité S de la règle, fixons 
un bout du fil (ce fil doit être plus court que la règle): 
son autre bout doit être fixé en F), puis on tend le fil en 
l'appuyant contre la règle par la pointe 47 du crayon. La 
différence des distances MF, et MF, sera alors égale à: 


c'est-à-dire qu'elle sera égale à la différence entre la longueur 
de la règle et celle du fil. Si 1 on fait tourner la règle autour 
de F; en continuant à appuyer le crayon contre elle et 
à tendre le fil, le crayon décrit sur le papier une courbe pour 
chaque point de laquelle la différence des distances des 
points F, et F, sera la même ot égale à la différence m entre 
la longueur de la règle et celle du fil. On n'obtient de cette 
manière que la moitié supérieure de la courbe représentée 
à droite sur la fig. 17. Pour obtenir la moitié inférieure, il 
faut fixer la règle de façon qu'elle se trouve non pas au-dessus, 
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Fig. 17 


mais au-dessous des épingles. Enfin, quand on fixe la règle 
à l’épingle F, et le bout du fil à l'épingle F,, on obtient 
la partie de la courbe représentée à gauche sur la même 
figure. Les deux courbes construites sont considérées comme 
des branches d'une seule courbe appelée kyperbole. D'ailleurs, 
les arcs des courbes tracés ne représentent pas 1 hyperbole 
entière. En prenant une règlo plus longue et en allongeant 
en même temps le fil (mais de sorte que la différence de leurs 
longueurs ne varie pas), nous pourrions prolonger à l'infini 
notre hyperbole, tout comme I on peut, par exemple, pro- 
longer indéfiniment un segmont de droite. 


{1 Menons une droite par les foyers de l'hyperbole. Cette 
droite est l'axe de symétrie de l'hyperbole. L'autre 
axe de symétrie est perpendiculaire au premier et passe par 
lo milieu du segment F,F,. Le point d'intersection des axes 
O est le centre de symétrie; il s'appelle simplement centre 
de l'hyperbole. Le premier axe coupe 1 hyperbole en deux 
points À, et À, appelés sommets do 1 hyperbole ; le segment 
44, s'appelle axe réel de l hyperbole. La différence entre 
les distances du point À, de l'hyperbole aux foyers F, et F, 
doit être égale à m: 


AP ape AF; — MN, 
Mais 
A1Fi = A2F, 


en raison de la symétrie de l’hyperbole; c'est pourquoi on 
peut remplacer A,F, par 4,F, et nous aurons: 


AiFo —— AP, = Ji. 


Il ost évident que la différence 4:1F2 — A,F, est égale 
à A14:, c'est-à-dire à la longueur de l'axe réel de l’hyper- 
bole. Ainsi, la différence » entre les distances de tout point 
de l'hyperbole à ses foyers (en retranchant de la plus grande 
distance la plus petite) est égale à la longueur de l'axe réel 
de l'hyperbole. 
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Fig. 19 


Cherchons les intersections du deuxième axe do symé- 
trie de l’hyperbole avec l'arc de circonférence de rayon 
égal à la moitié de F,F; et mené à partir du sommet À; 
(ou du sommet 4À,). Nous trouvons deux points B, et B: 
(fig. 18); lo segment B,B, s'appelle l'axe imaginaire de 
l'hyperbole. Construisons ensuite le rectangle PORS, dont 
les côtés sont parallèles aux axes de l’hyperbole et passent 
par les points À,, A,, B;, B; et menons ses diagonales PR 
et QS. En les prolongeant indéfiniment, nous obtenons deux 
droites appelées asymptotes de l'hyperbole. Elles possèdent 
la propriété remarquable de ne jamais rencontrer | hyperbole, 
bien que les points de l'hyperbole se rapprochent des asymp- 
totes aussi près qu'on le veut et d'autant plus près que ces 
points sont plus éloignés du centre de l hyperbole. Sur la 
figure, les arcs de 1 hyperbole compris entre deux points 
éloignés de centre ressemblent presque à un segment de 
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D , 
droite (voir l'arc A7,A1;, fig. 18), bien qu'en réalité ils ne 
soient rectilignes nulle part; leur courbure est simplement 
insignifiante, c'est pourquoi elle est presque imperceptible. 

Pour représenter approximativement une hyperbole sans 
recourir à une construction exacte au moyen d'une règle 
et d'un fil, on opère de la façon suivante. On commence par 
représenter les axes de symétrie de l'hyperbole; puis on 
marque sur le premier les foyers F, et F, à des distances 
égales. du centre; ensuite, on porte des deux côtés du cen- 
tre sur le même axe des segments égaux à la moitié de m, 
c'est-à-dire à la moitié de la différence donnée des distances 
des points de 1 hyperbole à ses foyers, ce qui donne les som- 
mets À, et 4, de l'hyperbole; enfin, on trouve sur le deuxiè- 
me axe par intersections les points B, et B,, on construit 
le rectangle PORS, on mène et on prolonge ses diagonales. 
On obtient lo dessin représenté fig. 19. Il ne reste plus 
qu'à tracer à la main deux arcs symétriques par rapport 
aux axes, passant par les points À, et À,, s'incurvant gra- 
duellement et se rapprochant de plus en plus des asymptotes 
PR et ©S. 


Î 9 Un cas particulier est à considérer quand le rectangle 

PQORS est un carré. Cela se produit à la condition, et 
seulement à la condition, que les asymptotes de l'hyperbole 
soient réciproquement perpendiculaires. Une telle hyperbole 
est équilatère. C'est le cas représenté fig. 19. Pour plus de 
commodité, faisons tourner le dessin de 45° autour du point 
O, dans la direction indiquée par la flèche; nous obtenons 
l'hyperbole de la fig. 20. Portons sur l'asymptote O0Q un 
segment quelconque ON = x et élevons au point # la per- 
pendiculaire VAT = y jusqu'à son intersection avec l'hyper- 
bole. Il existe entre x et y une relation simple: quand x 
augmente, y diminue d'autant ; de même, quand x diminue, 
y augmente d'autant. En d'autres termes, la longueur 
NM = y est inversement proportionnelle à la longueur 
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Fig. 20 


ON = x: 


Grâce à cette propriété, une hyperbole équilatère est le 
graphique d'une proportionnalité inverse. Afin d'’éclaircir 
comment le coefficient de proportionnalité inverse k est lié 
aux dimensions de 1 hyperbole, examinons le sommet 42. 
Pour lui: 


zx OK, y = KA»; 


les segmonts OX et KA, sont les côtés d’un triangle rectan- 
gle isocèle d'hypoténuse: 


m 
OA: —= DE , 
c'est pourquoi 
9 m\2 mi 
z=y ct a+y*= (= | = ; 
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Fig. 21 


9 «= 2 
d'où 21° — ve , OÙ 2° — Les D'autre part, il découle du 


rapport de proportionnalité inverse y = À que zy = k, ou 
dans le cas donné (où y = x) 
e = k. . 
En comparant les doux résultats 2°? — T et 2° —k, 
nous trouvons: 


m° 
k = TS 
Autrement dit, le coefficient de proportionnalité inverse k 
est égal au huitième du carré do la longueur de l'axe réel 
de 1 hyperbole. 


1 Nous avons déjà dit qu’en coupant un cône avec un 

couteau, c'est-à-dire pour parler géométriquement, si 
nous le sectionnons par un plan sans trancher sa base, le 
contour de la section sera une ellipse (voir fig. 10). Il s'avère 
que si nous coupons un cône par un plan de façon que celui-ci 
sectionne la base du cône, on obtient dans le plan sécant 
soit un arc de parabole (fig. 21, a), soit un arc d'hyperbole 
(fig. 21, b). Ainsi donc, les trois courbes — ellipse, hyperbo-: 
le et parabole — sont des sections coniques. 

Le cône sectionné a l'inconvénient que seule l’ellipse 
peut contenir entièrement dans le plan sécant (voir fig. 10), 
alors que la parabole ot l'hyperbole, courbes s'étendant 
à l'infini, n'y sont représentées que partiellement. La 
fig. 21, b ne montre même pas d'où part la deuxième branche 
do l'hyperbole. Pour éviter cette imperfection, remplaçons 
le cône par une surface conique s'étendant à l'infini. Dans 
ce but, prolongeons à linfini des deux côtés toutes les 
génératrices du cône, c'est-à-dire tous les segments recti- 
lignes AS, BS, CS, DS, ES, elc. réunissant les points de la 
circonférence de la base du cône à son sommet (fig. 22); 
naturellement, nous ne pouvons représenter sur notre dessin 
les génératrices prolongées indéfiniment, c'est pourquoi 
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Fig. 22 
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Fig. 23 


nous traçons comme précédemment des segments de droites, 
à cette seule différence qu'ils sont plus longs qu'auparavant. 
Nous obtenons ainsi la surface conique voulue, constituée 
de deux moitiés rattachées entre elles au point S et s'étendant 
à l'infini, ou comme on dit deux rappes. La surface conique 
tout entière peut être considérée comme la trace laissée 
par une droite, ou plus précisément une droite passant par 
le point S et tournant de façon que l'angle qu'elle fait avec 
la droite OS — axe de la surface conique — reste constant. 
Cette droite qui se meut est appelée génératrice de la surface 
conique; il est évident que chacune des génératrices du 
cône pris pour commencer forme, une fois prolongée, une 
génératrice de surface conique. 

Coupons maintenant par un plan la surface conique 
tout entière. Si le plan coupe toutes les génératrices dans les 
limites d'une nappe, la section obtenue est une ellipse 
(dans un cas particulier, un cercle, fig. 23, a); s'il coupe 
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toutes les génératrices à l'exception d'une (qui lui est paral- 
lèle), la section obtenue est une parabole (fig. 23, b) : enfin, 
si le plan coupe une partie des génératrices dans les limites 
d'une nappe et l'autre partie dans les limites de l'autre 
nappe, la section obtenue est une hyperbole (fig. 23, c). 
Nous voyons que l’ellipse et la parabole tiennent entière. 
ment sur une moitié de surface conique. Tandis que l’hyper- 
bole a besoin de la surface conique tout entière : une branche 
de l'hyperbole se trouve dans une moitié de la surface; 
l'autre, dans la deuxième moitié. 


| / Considérons la courbe décrite sur le plan par un point A1 
de façon que le produit des distances de ce point à deux 
points déterminés F, et F, du même plan reste constant. 
Une telle courbe est appelée lemniscate (ce qui en grec signi- 
fie «en ruban»). Soit c la longueur du segment F,F:, la 
distance du milieu © du segment F,F, à F, et F, est égale 
. . . , NS C . 
à L et le produit de ces distances, égal à 7: Exigeons 
d'abord que la grandeur p du produit invariable soit juste- 


, s C° ’ NS . 

ment égale à TC est-à-dire que: 

c? 
MF, ME, = Ti 
le point © se trouvera alors sur la lemniscate et celle-ci 
prendra l'aspect d’un « huit couché » (fig. 24). Si l’on pro- 
longe le segment FF, des deux côtés jusqu'à son intersec- 
lion avec la lemniscate, on obtient deux points À, et 4. 
Il est facile d'exprimer la distance entre eux A,4,: = x 
en fonction de la distance connue FF: = c. Pour cela, 


notons que la distance du point 4, à F, est égale à SE , 
et que la distance de ce même point 4, à F, est égale à 


+: c'est pourquoi le produit des distances sera: 
x c x c x? c? 
Clés 
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Fig. 24 


Fig. 25 


Mais nous avons posé que le produit par définition est égal 


2 Lé 
à — ; il en découle: 
4 
LA c? c? 1. « 
+ LOU 


at et z—V2cz ti, 4läc. 


[1 existe une relation remarquable entre cette lemniscate 
et l'hyperbole équilatère. Menons à partir du point © des 
ravons rectilignes dans différentes directions (fig. 25) et 
marquons les points de leur intersection avec la lemniscate. 
[1 s'avère que tant que l’angle de pente du rayon par rapport 
à OF, (ou OF;) est inférieur à 45°, ce rayon recoupe la lem- 
niscate en un autre point différent de ©; si l'angle de pente 
du rayon est égal ou supérieur à 45°, lo deuxième point 
d'intersection n'existe pas. Soit un rayon quelconque du 
premier groupe et admettons qu'il recoupe la lemniscate 
au point AZ (différent de O); portons sur ce rayon à partir 


À l . ns 
du point © le segment ON — GNT : Si on répète cette con- 
struction pour chaque rayon du premier groupe, les points Y 
correspondant aux points 47 de la lemniscate se trouvent 
tous sur une hyperbole équilatère dont les foyers sont les 
points Fi et F; définis par les relations: 
1 1 


OF, OF et OF, -— Of; * 


Si le produit constant p est différent de _ , la lemnisca- 
te prend un autre aspect. Dans le cas où p est inférieur 
à S , la lemniscate est constituée de deux ovales dont l’un 
contient le point F, et l’autre le point P (fig. 26). Dans 


«= Q # e L C e. e. # e 
le cas où le produit p est supérieur à 7: mais inférieur 


n 
CT 


s € . , . . 
à — , la lemniscate prend la forme d'un éclair (fig. 27). 
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2 
Si p diffère peu de — , la « taille » de l'éclair X,X, s’amincit 


et la courbe se rapproche de la forme en «huit couché ». 
2 
Si p diffère peu de S: la « taille » de l'éclair n’est presque 


# # # ee AY 2 Q 
pas marquée et quand p est égal ou supérieur à — , la «tail- 


le» de l'éclair disparaît complètement et la lemniscate 
prend la forme d'un ovale (fig. 28; pour permettre la com- 
paraison, on a représenté également d'autres formes de 
lemniscates). 


{ Prenons maintenant dans le plan un nombre quelconque 


de points 
Fi, Fa,  . F, 


et obligeons le point A7 à so mouvoir de manière que le pro- 
duit des distances de Àf à chacun des points considérés reste 
constant. Nous obtenons une courbe dont la forme dépendra 
de la position des points F;, F;,, ..., F, par rapport les 
uns aux autres et de la grandeur du produit constant. Cette 
courbe est appelée lemniscate à n foyers. 

Nous avons examiné plus haut des lemniscates à deux 
foyers. En choisissant plus de deux foyers, en les disposant 
de différentes façons et en assignant des valeurs variées 
au produit des distances, on peut obtenir des lemniscates 
de contours les plus curieux. Faisons glisser la pointe du 
crayon sans la soulever du papier d'un certain point À de 
façon qu'elle revienne au point de départ À. Elle décrit 
alors une certaine courbe; nous exigeons seulement que 
cette courbe ne se recoupe jamais. Il est évident que cette 
façon de procéder permet d'obtenir des courbes représentant, 
par exemple, le contour d’une tête d'homme ou d’un oiseau 
(fig. 29). Il se trouve qu'à une telle courbe librement tracée 
on peut associer un nombre x, des positions de foyers Fi, 
F;, ..., F, et assigner au produit invariable des distances 


MF; MPa... "ME, = p 
39 


Fig. 29 


une valeur telle que la lemniscate obtenue ne se distingucra 
pas de visu de cette courbe. Autrement dit, les écarts possi- 
bles du point A7 décrivant la lemniscete par rapport à la 
courbe dessinée ne dépasseront pas la largeur du trait de 
crayon (le crayon peut être préalablement finement taillé 
de façon que le trait soit très mince). Ce fait remarquable 
qui traduit l'extraordinaire diversité et la richesse des 
formes de lemniscates à foyers multiples peut être démontré 
do façon rigoureuse, mais fort compliquée, en faisant appel 
aux mathématiques supérieures. 


17 Appliquons une règle sur le bord inférieur du tableau 
noir et faisons rouler le long de son bord un cercle en 
bois ou en carton, en l’appuyant contre la règle et le tableau. 
Si l'on fixe sur ce cercle un bout de craie (à son point de 
contact avec la règle), la craie tracera une courbe (fig. 30) 
appelée cycloïde. À chaque tour du cercle correspond une 
arcade de la cycloïde AZM'M"N;: si le cercle continue 
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à rouler, on obtient d'autres arcades de la même cycloïde. 
Pour construire approximativement sur le papier une 
arcade de cycloïde décrite en balançant un cercle de diamètre 
égal à 3 cm par exemple, portons sur une droite un segment 
égal à : 
3 -3,14 == 9,42 cm. 


Nous obtenons un segment dont la longueur est égale 
à la circonférence du cercle de 3 cm de diamètre. Partageons 
ensuite ce segment en un certain nombre de parties égales, 
par exemple en G, et après avoir numéroté ces positions par 
les nombres: 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 


pour chaque point de partage, représentons notre cercle dans 
la position qu'il prend quand il s'appuie sur ce point 
(fig. 31). Pour passer d'une position à la suivante, le cercle 
doit faire un sixième de tour complet (étant donné que la 
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distance entre les points de partage voisins est égale à un 
sixième de la circonférence). C'est pourquoi si, en position 
O, la craie se trouve au point Af,, en position 1 elle se trouve- 
ra au point Àf;, à un sixième de circonférence du point 
de contact ; en position 2 — au point M, — à deux sixièmes 
de circonférence du point de contact, etc. Pour obtenir les 
points À, AM:, M3, etc. il suffit de couper le cercle corres- 
pondant, à partir du point de contact, par un rayon de 
1,5 cm, de façon à obtenir en position Î une intersection, 
en position 2 — deux intersections l'une après l’autre, en 
position 3 — trois intersections, etc. Pour tracer la cy- 
cloïde, il ne reste plus qu'à réunir les points: 
Mo: M, M, M 3, T4, M:, M; 
au jugé, par une courbe régulière. 


190 les nombreuses propriétés remarquables de la 
cycloïde, notons-en une qui lui a fait accorder la déno- 
mination emphatique et compliquée de « brachystochroner, 
formée de deux mots grecs signifiant «le plus court » et 
« temps ». 

Examinons la question suivante: quelle forme faut-il 
donner à une gouttière métallique parfaitement polie réunis- 
sant deux points À et B donnés (fig. 32) pour qu'une bille 
métallique polie roule dans cette gouttière du point À au 
point B dans le temps le plus court possible? Il semble 
à première vue qu'il faille s'arrêter à une gouttière rectiligne, 
de façon que le long de cette gouttière la bille parcoure le 
plus court chemin de À à B. Cependant, il ne s'agit pas ici 
du plus court chemin, mais du temps le plus court; or, 
le temps dépend non seulement de la longueur du trajet, 
mais encore de la vitesse de la bille. Si l’on courbe la gouttiè- 
re vers le bas, sa partie commençant au point À aura une 
descente plus raide que la gouttière rectiligne et la bille 
en la suivant aura une plus grande vitesse que sur le segment 
de même longueur de la gouttière rectiligne. Mais si on fait 
la partie initiale trop raide et relativement longue, la partie 
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Fig. 32 


Fig. 33 


voisine du point B aura une pente très douce et sera aussi 
relativement longue; la bille parcourra rapidement la pre- 
mière partie et très lentement la deuxième et pourra arriver 
avec du retard au point B. Il faut donc apparemment donner 
à la gouttière une forme incurvée sans que l’incurvation soit 
trop marquée. 

Galilée (1564-1642), physicien et astronome italien, 
pensait que la gouttière du temps le plus court doit être 
incurvée en arc de cercle. Mais les frères Bernoulli, mathé- 
maticiens suisses, ont démontré par des calculs précis, il 
y a 290 ans, qu'il n’en était rien et que la gouttière doit 
être incurvée en arc de cycloïde (tournée vers le bas, fig. 33). 
Depuis, la cycloïde a mérité le surnom de brachystochrone 
et les démonstrations de Bernoulli ont posé les bases d’une 
nouvelle branche des mathématiques, le calcul des variations. 
Ce dernier s'occupe de la recherche des courbes pour les- 
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quelles une quantité quelconque qui nous intéresse prend 
sa valeur minimale (et dans certaines questions, sa valeur 
maximale). 


1 Nous arrivons à la fin de notre bref exposé sur les 

courbes remarquables. Nous n'en avons considéré qu'un 
nombre restreint et n'avons aucunement épuisé toutes leurs 
propriétés. Et combien de courbes n'ont pas trouvé place 
dans notre essai: nous n'avons rien dit de la chaînette, 
ligne suivant laquelle se dispose une chaîne lourde suspendue 
par ses deux bouts, ni de la spirale d'Archimède glissant 
suivant une règle tournant régulièrement, ni du développe- 
ment du cercle décrit par l'extrémité d’un fil fin se dévidant 
d'une bobine, etc. Nous nous sommes proposés seulement 
d'éveiller l'intérêt du lecteur. familiarisé avec des éléments 
de mathématiques, pour certains faits curieux de l'immense 
trésor des connaissances mathématiques. Notre règle était 
d'éviter les démonstrations et les longs calculs. 

Le lecteur. désireux d'élargir les connaissances acquises 
ici. pourra lire le livre du mathématicien polonais Stein- 
haus ?) (ne comportant pas également de démonstrations) 
ou celui plus détaillé, d'un vulgarisateur des mathématiques 
aujourd'hui décédé, G. N. Berman ?) où il trouvera les 
démonstrations de nombreux faits mentionnés dans la pré- 
sente brochure et dans le livre de Steinhaus. 


1) G. STEINHAUS, Kaléïdoscope mathématique, Moscou, 1950. 
2) G. N. BERMAN, La cycloïde (une courbe remarquable cet cer- 
taines autres qui lui sont rattachées), Moscou, 1948. 


Aires 
et logarithmes 


Soit donnée une certaine fonction. Cela signifie qu'on 
Loue l'opération qui permet pour chaque valeur de x 
de trouver la valeur y (valeur de la fonction) correspondante 
à cette valeur de x. Le plus souvent les fonctions sont données 
par des relations. Par exemple, la relation y — 2° définit y 
comme fonction de x. Ici, pour chaque nombre x (par exem- 
ple, æ = 3) la valeur correspondante de y est obtenue en 
élevant ce nombre au carré (y — 9). 


La relation y — es définit une autre fonction, Ici, pour 
chaque valeur de x différente de zéro, la valeur correspondan- 
te de y est le nombre inverse de x; si x = 2, y ou) si 


EL — + 5 Ù — —2. 
Quand on parle de la fonction sans préciser la nature de 
la fonction, on écrit : y = f (x) (lire « y vaut f de x»). Cela 


signifie que y est une certaine fonction de x (y = x°, ou 
y = ——, outout autre fonction). Ce mode de représentation 
des fonctions rappelle la désignation des nombres par des 
lettres. En effet, on peut parler des nombres : 2, — - ou V2 
et on peut parler du nombre a, en sous-entendant par a les 
nombres 2, — _. , V2 ou tout autre nombre. De même que 


pour désigner les nombres on se sert de diverses lettres, 
pour désigner les fonctions, on peut écrire y = f(x) ou 
y = £g (x), y = hk(2), etc. 

Donc, si dans un même problème on doit envisager deux 
fonctions, on désigne l’une d'elles par y = f (x) ct l'autre 
par y = g (x), etc. 

La fonction y = f(x) peut être représentée graphique- 
ment. Pour ce faire, on prend deux droites mutuellement 
perpendiculaires Ox et Oy, dits axes des coordonnées (fig. 1) 
et après avoir choisi une unité de mesure, on porte sur Ox 
les valeurs de x et sur les perpendiculaires à Ox (dans le 
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plan +0y) les valeurs correspondantes de y — f(x). On ne 
manque pas d'observer la règle des signes: les nombres 
positifs sont représentés par des segments portés à droite 
(sur 1 axe Ox) ou au-dessus (de l'axe Oz) ; les nombres néga- 
tifs sont portés à gauche ou au-dessous. Rappelons que les 
segments orientés portés à partir du point © sur Ox sont 
dits abscisses et les segments orientés portés à partir de Ox 
perpendiculairement à cette droite sont dits ordonnées. 

En effectuant cette construction pour toutes les valeurs 
possibles de x, les extrémités des ordonnées représenteront 
sur le plan une courbe — graphique de la fonction y = f (x) 
(dans le cas de la fonction y = z° le graphique est une para- 
bole représentée fig. 2). 

Prenons sur le graphique (fig. 1) deux points À et B 
quelconques et abaissons à partir de ces points les perpendi- 
culaires AC et BD sur l'axe Ox. Nous obtenons la figure 
ACDB ; une telle figure est appelée trapèze curviligne. Si, en 
particulier, l’arc AB est un segment de droite non parallèle 
à Ox, on obtient un trapèze ordinaire et, de plus, rectangu- 
laire. Si AB est un segment de droite parallèle à Ox, on 
obtient un rectangle. 

Donc, le trapèze rectangulaire et le rectangle sont des 
cas particuliers de trapèzes curvilignes. 

Le graphique de la fonction représenté fig. 1 est situé 
au-dessus de l'axe Ox. Une telle disposition n'est possible 
qu'à la condition que les valeurs de la fonction soient des 
nombres positifs. 

Si les valeurs de la fonction étaient négatives, le graphi- 
que serait situé au-dessous de l’axe Ox (fig. 3). Donnons 
par convention dans ce cas à l'aire du trapèze curviligne 
le signe moins et considérons-la négative. 

J1 se peut, enfin, que la fonction ait des signes différents 
suivant l'intervalle de variation de x choisi. Son graphique 
est alors situé en partie au-dessus de Ox et en partie au- 
dessous de Oz ; un tel cas est représenté à la fig. 4. Il convient 
de considérer ici comme négative l'aire du trapèze curviligne 
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Fig. 5 


A'C'D'B" et comme positive l'aire de A”C"D”B". Si dans 
ce cas on considère sur le graphique les points À et B comme 
indiqué sur la figure et qu'on abaisse à partir d'eux les 
perpendiculaires AC et BD sur l'axe Ox, on obtient entre 
ces perpendiculaires la figure hachurée de fig. 4. Cette figure 
est comme précédemment dénommée trapèze curviligne; 
elle est limitée par l'arc AKA'B'LA"B"B, par les deux 
ordonnées AC et BD et par le segment CD de l'axe des 
abscisses. Nous considérerons son aire comme la somme des 
aires des figures ACX, KA'B'L et LA”"B”BD, les aires 
de la première et de la troisième étant positives et l'aire 
de la deuxième étant négative. 

Le lecteur comprendra facilement que dans ces condi- 
tions l'aire du trapèze curviligne ACDB tout entier peut 
être soit positive, soit négative, soit même nulle dans cer- 
tains cas. Par exemple, le graphique de la fonction: 


y=ax (a> 0) 
4 51 


est une droite; ici, l'aire de la figure ACDB (fig. 5) sera 
positive pour OD > OC, négative pour OD << OC et, enfin, 
égale à zéro pour OD = OC. 


9 Proposons-nous de déterminer l'aire S d'un trapèze 
curviligne. La nécessité d'évaluer des superficies de ce 
genre est un problème souvent rencontré en mathématiques, 
physique et mécanique, c'est pourquoi il a été créé une 
science spéciale — le calcul intégral — qui nous fournit 
des méthodes de résolution de ce problème. Commençons par 
esquisser la marche générale en divisant la solution du 
problème en deux parties. Dans la première, nous chercherons 
des valeurs approchées de l'aire avec une erreur d'appro- 
ximation aussi réduite qu'on le voudra; dans la deuxième, 
nous passerons des valeurs approchées à la valeur exacte 
de l'aire. 

En abordant la première partie de notre exposé, substi- 
tuons au trapèze curviligne ACDB une figure en paliers 
de l'aspect indiqué fig. 6 (cette figure est hachurée). L'aire 
de la figure en paliers est facile à évaluer ; elle est égale à la 
somme des aires des rectangles. Nous considérerons cette 
somme comme la valeur approchée de l'aire S cherchée. 

En remplaçant S par l'aire de la figure en paliers, nous 
commettons une certaine erreur & ; cette erreur est la valeur 
sommée des aires des triangles curvilignes en noir sur notre 
figure. Pour évaluer l'erreur, nous choisissons le plus large 
des rectangles en le prolongeant de façon que sa hauteur 
devienne égale à la plus grande des valeurs de la fonction 
(égale à BD dans l'exemple de la fig. 6). Déplaçons ensuite 
tous les triangles curvilignes parallèlement à l'axe Ox de 
façon qu'ils viennent se loger dans ce rectangle ; ils y forment 
une figure en scie (fig. 7). Comme cette figure s'inscrit 
entièrement dans le rectangle, l'erreur «, égale à la somme 
des aires des dents de scie ?) doit être inférieure à l'aire 


1) Sur les fig. 6 et 7 le graphique de la fonction a le profil d'une 
montée (ou d une descente) de montagne. Si la forme du graphique 
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Fig. 6 


Fig. 7 


du rectangle. Soit ô sa base, nous obtenons | «| << Ô-BD. 
Il en découle que l'erreur & peut être réduite autant qu'on 
le veut en prenant sur la fig. 6 des rectangles si étroits que 
la base Ô du plus large d’entre eux soit un nombre suffi- 
samment petit. Par exemple, si BD — 20 et si nous voulons 
que l'aire de la figure en paliers diffère de S de moins de 
0,001, il suffira de prendre ô-BD — 206 inférieur à 0,001, 
c'est-à-dire Ô <0,00005; alors 


|æ| <6-BD <0,001. 


Toutefois, si petit que soit Ô que nous avons choisi, il 
y aura toujours une certaine erreur @&, ne serait-ce que très 
petite, étant donné que l'aire du trapèze curviligne n'est 
pas égale à l'aire de la figure en paliers. 

La deuxième et dernière partie de la solution du problème 
consiste dans le passage à la limite. On suppose que l’on 
considère, non pas une et pas deux, mais un nombre infini 
de figures en paliers, pareilles à celles de la fig. 6. On prend 
un nombre toujours plus grand de rectangles et on l’augmen- 
te indéfiniment, alors que la base Ô du plus large des rec- 
tangles est prise de plus en plus petite et rapprochée indé- 
finiment de zéro. Quand on remplace l'aire du trapèze 
curviligne par l'aire de la figure en paliers, l'erreur & dimi- 
nuera de plus en plus, se rapprochant elle aussi indéfiniment 
de zéro. L'aire $S cherchée est la limite des aires des figures 
en paliers. 


était plus compliquée, avec des alternances de montées et de 
descentes (voir, par exemple, fig. 4), les triangles curvilignes 
pourraient, après avoir été transportés dans le même rectangle, 
se chevaucher les uns les autres ct alors la somme de leurs aires 
pourrait être supérieure à celle du rectangle. Pour appliquer 
notre raisonnement également à ce cas plus compliqué, il ut 
diviser la figure en plusieurs parties de façon que dans les limites 
d'une partie le graphique ait l'aspect soit d’une montée, soit 
d'une descente et effectuer le raisonnement séparément pour cha- 
que partio. 


l'ig. 8 


Suivons la marche indiquée précédemment pour évaluer 

l’aire du trapèze curviligne dans le cas particulier impor- 
tant où la fonction y = f (x) est une puissance dont l’expo- 
sant est un nombre entier non négatif y — x‘. Pour les 
exposants # — 0, k — 1, k = 2 nous obtenons les fonctions 
y=u=1,y = 2 = x, y = x. Il est facile de construire 
leurs graphiques : c’est une droite parallèle à Ox et passant 
par l’ordonnée à 1 au-dessus de Oz (fig. 8) ; c’est la bissectri- 
ce de l'angle xOy (fig. 9) ou, enfin, c'est une parabole 
(fig. 10). 

En prenant des exposants plus élevés, on obtient les 
fonctions y = 2°, y = x*, y — x° dont les graphiques sont 
représentés aux fig. 11, 12, 13. 

Si 4 est un nombre impair, les graphiques sont symé- 
triques par rapport au point O (fig. 9, 11, 13); si 4 est un 
nombre pair, ils sont symétriques par rapport à l'axe Oy 
(fig. 8, 10, 12). 
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Fig. 9 


Fig. 11 


Si k > 1, les graphiques passent par le point ©. Plus 
k est grand, plus ils se rapprochent de 1 axe Ox au voisinage 
du point ©; en même temps, plus leur montée (ou leur des- 
cente) est raide à mesure qu'ils s'éloignent du point O. 

Sur chacune des fig. 8-13, les trapèzes curvilignes sont 
hachurés. Leur aire est facile à trouver, si À —0 et k = 1. 
Si À = 0, l'aire ACDB est égale à: 


CD ‘AC = (b — a): = b — a; 
si k = 1, l'aire ACDB cest égale à: 


b b?— a? 
DE 2 


CD: ET = (b— a) a 


Démontrons que si k = 2, l'aire ACDB est égale 
3 _h3 1 __h4 
à} 3 Ds si k — 3, l'aire ACDB est égale à ! u et ainsi 
F 
de suite. 
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Fig. 12 


l'ig. 13 


ig. 14 


H; 


Dans le cas général où # est un nombre entier quelconque 
non négatif, nous allons démontrer. que l'aire du trapèze 
curviligne correspondant est égale à — Pate . Ilest évident 
que ce résultat général embrasse tous les cas particuliers 
précédemment indiqués. 

Pour suivre plus facilement les calculs ultérieurs, pre- 
nons une valeur numérique déterminée de l'exposant #, par 
exemple 4 — 5. Supposons de plus que 0 <a <b. Nous 
examinerons donc le graphique de la fonction y = x° et, 
suivant la marche indiquée au $ 2, nous démontrerons que 


l'aire du trapèze curviligne ACDB (fig. 14) est égale à 2 =. 


Nous devrons calculer la somme des aires d’un très 

grand nombre de rectangles, constituant les parties 
de la figure en paliers (fig. 14). Pour simplifier le travail, 
choisissons les rectangles de façon que leurs aires forment 
une progression géométrique. À cette fin, prenons Îles points 
E, F, G, I, ... I sur Ox de sorte que les longueurs OC — 
= a, OE, OF, OG, ... OT, OD = b, constituent une pro- 
gression géométrique; désignons par x + 1 le nombre des 
termes de cette progression et sa raison par g (étant donné 
que b> a, q> 1). Nous aurons alors les égalités: 

OC = a, OE = aq, OF = aq?, OG = aq°, ..., 
OT = ag", OD = aq" = b. 

Sur la fig. 14 sont représentés 6 rectangles et par consé- 
quent x + 1 = 7, mais nous supposerons dans la suite 
que 7 est un nombre aussi grand que l’on veut, par exemple 
que x — 1000, 10 000, 100 000 et ainsi de suite. 

Les bases des rectangles forment une progression géo- 
métrique avec la même raison g: 


CE =OE — OC=a(g—1), EF = OF—-OE=ag (q — 1), 
FG = OG — OF = ag (q — 1), ... 
...) ID = OD — OI = ag" (q — 1) 
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(le nombre des termes de cette progression et des suivantes 
est égal à x et non à x + 1). 

Les hauteurs des rectangles sont les ordonnées CA, EE, 
FF, GG, ..., Il;; chacune d'elles est égale à la cinquième 
puissance de l'abscisse qui lui correspond (nous avons, 
en effet, convenu que y = x). Il s'ensuit, 


CA = OC5 = a, EE; = OES = a%qgÿ, FF, = OF5 = añg", 
GG = a5qg%, ..., II, — OS = aëgÿ"-b, 

On voit donc que les hauteurs des rectangles forment 
aussi une progression géométrique de raison q° (—gq"). 

Les bases des rectangles constituant une progression de 
raison q et les hauteurs une progression de raison qÿ (—q"}, 
les aires des rectangles doivent former une progression dont 
la raison est qq = q$ (—g"*1): 

CE CA—=a(qg—1)ai—a(q—1); 
EF*EE, = aq(qg—1) ag = afg* (g—1) ; 
FG.FF,= aq° (4 — 1) aëg"° — asq? (q — 1) 


ID: LIs = aq" (q— 1) agé D = an (g — 1). 


Il en suit que la somme des aires des rectangles, égale à 
à l'aire de la figure en paliers, est la somme d'une progression 
géométrique dont le premier terme est af (q — 1), le dernier 
ag (q — 1) et la raison g°: 


a6q$nT D (g— 1) g6— as (q—— 1) g— 1 
g— 1 Fe [(ag”y° — 4°] y5— 1 7 


 gtqt+g++ati 


(nous avons utilisé le fait que b = ag" et L— = q$ + 
+++ +a+i1). 
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5 Augmentons maintenant indéfiniment le nombre des 
rectangles ». Les bases des rectangles constituant une 
progression géométrique croissante (q > 1), la première de 
ces bases est donc la plus petite comparée à toutes les autres. 
Mais la somme des longueurs de toutes les x bases est égale 
. ° b— » 
à b — a; c'est pourquoi CE est plus petite que — , C'est- 
= . b— 

à-dire ag—a< +, d'où g—1 < — 

Le deuxième membre de cette dernière inégalité tend 
vers zéro quand » croît indéfiniment, puisque le premier 
membre est positif, il doit de même tendre vers zéro, autre- 
ment dit g tend vers l'unité. 

Il en découle ensuite que g°, q°, qg* et q° tendent égale- 
ment vers 1, la somme q° + q* + q° + q? + q + 1 tend 
vers 4 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6, et par suite l'aire totale 
de la figure en paliers, égale à 

b8— a8 
g+gi++g+g+1 ? 


b5— a 


tend vers la limite 
C'est à cette limite que doit être égale l'aire cherchée 

du trapèze curviligne: 
S — 


8 — 06 
6 


Ce résultat a été obtenu quand k = 5. Si nous avions 
fait les calculs sous la forme générale pour tout 4 naturel, 
nous aurions obtenu: 

bh+1__ah+1 


Sr TT HR 


Ainsi, nous avons démontré que l'aire du trapèze cur- 
viligne limité vers le haut par l'arc du graphique de la 


fonction y = 2" et compris entre deux ordonnées d'abscisses 
b t égale à bh+1_ ah+1 
a et 0 est égale THE 
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Fig. 19 


6 Nous avons obtenu les résultats précédents en supposant 
que 0 <a <b, c'est-à-dire que le trapèze curviligne 
est situé à droite de Oy. Si a << b <0, la démonstration 
reste la même. Toutefois, en prenant comme précédemment 
pour raison de la progression gq positif et supérieur à l unité, 
nous aurons maintenant considérer b comme premier terme 
de la progression et a comme dernier (| a| > |b|). En répé- 
tant les calculs, nous arrivons au même résultat: 


bh+1__ GhR+1 
k+1 


Si 4 est un nombre impair, À + 1 est pair et, par con- 
séquent, b**1et a**1 sont des nombres positifs et le premier 
est inférieur au second. Il en resulte que dans ce cas, S est 
un nombre négatif. Mais il n’y a rien d'étonnant à cela, car 
k étant impair le trapèze curviligne se situe au-dessous de 
Ox (voir les parties gauches des fig. 11, 13), 


S — 
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Reprenons le cas 0 << a << b. Si b reste constant et on 
fait tendre a vers zéro, le trapèze curviligne s'allonge vers 
la gauche et pour a égal à zéro, il se transforme en triangle 
curviligne ODB (fig. 15) (nous supposons que k > 1). Il est 
évident que lorsque a tend vers zéro l'aire du trapèze curvi- 
ligne tendra vers l'aire du triangle curviligne. En effet, 
la différence entre la deuxième et la première aire sera 
inférieure à l'aire OCAL qui tend elle-même vers zéro. 
D'autre part, quand a tend vers zéro, l'aire du trapèze 


h +1 
curviligne (d’après la relation trouvée) tend vers = 

h+1 
Il en suit que l'aire du triangle ODB est égale à mi 


autrement dit qu'elle est k + 1 fois plus petite que l'aire 
du rectangle ODBK ou, ce qui revient au même, * + 1 
fois plus petite que le produit des « côtés du triangle rec- 
tangle » ODB (nous mettons des guillemets, car il ne s'agit 
pas d’un triangle ordinaire, mais d’un triangle curviligne). 
Pour # = 1, nous obtenons la fonction y = x, le graphique 
devient une droite (voir fig. 9); le triangle, un triangle 


rectangle ordinaire et son aire est eu => du produit 
des côtés de l'angle droit. 

Des résultats analogues sont obtenus quand on envisage 
le cas a «<< db << 0 (le trapèze curviligne est situé à gauche de 


Oy). Alors, laissant a invariable, faisons tendre b vers zéro; 
R+1 __qh+1 


dans ce cas, l'expression tend alors vers la limi- 


HI 
h+1 
te — PART Ce sera l'aire du triangle curviligne corres- 
pondant. 


Le triangle curviligne peut être considéré comme un 
cas particulier de trapèze curviligne. De ce que nous avons 
établi, il suit que la relation 

bR+1__ ah+1 
= k +1 
reste vraie pour le triangle curviligne. Il faut seulement 
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À 


XX 


XQ 


NS 


INK K 


INK 


NN 


IX 2 


Fig. 16 


y poser a = 0 (si le triangle est situé à droite de Oy) et 
b = 0 (si le triangle est à gauche de Oy). 


7 Revenons au problème général de l'étude des trapèzes 
curvilignes. Soit ACDB un trapèze curviligne limité par 
l'arc AB du graphique de la fonction y = f (x), les deux 
perpendiculaires AC et BD abaissées des extrémités de l'arc 
sur Ox et le segment CD de la droite Ox compris entre les 
deux pieds des perpendiculaires (fig. 16). Si OC = a et 
OD = b, a << b, l'aire ACDB est représentée par: 


b 
| f() dx. (+) 


a 


Chaque élément de cette représentation a un sens bien 
déterminé. On y a indiqué la fonction f (x) dont le graphique 
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délimite d'un côté le trapèze curviligne, de même que 
les nombres a et b, fixant les bornes du trapèze curviligne 
à gauche et à droite. Dans cette représentation (*) est égale- 
ment rappelé le mode par lequel est trouvée l'aire ACDB; 
cette méthode, exposée aux $$ 2 et 3, consiste à sommer 
les aires des rectangles constituant la figure en paliers puis 


de passer à la limite. Le signe [ est la lettre S allongée, 


initiale du mot somme. La lettre S n'est pas écrite de façon 
habituelle, car il s'agit de souligner que l'évaluation de 
l'aire du trapèze curviligne ne se ramène pas à une somma- 
tion, il nécessite encore un passage à la limite. A droite 


du signe , Signe de l'intégrale se lisant somme, on trouve 


le produit f (x) dx. Il représente l'aire du rectangle de 
hauteur f (x) et de base dx. La lettre d qui précède x est 
l'initiale de différence; dx désigne la différence de deux 
valeurs de + (voir fig. 16): dx = x’ — x. Le nombre « est 
appelé limite inférieure, b — limite supérieure de l'intégrale 
(ici le mot « limite » est employé dans le sens de « borne »). 

Ainsi, premièrement, l'exposition symbolisée par (*) 
de l'aire d'un trapèze curviligne donne toutes les informa- 
tions sur sa forme et ses dimensions (ces renseignements 
sont fournis par les nombres a et b et la fonction f (x)): 
deuxièmement, elle rappelle la méthode par laquelle est 
trouvée l'aire du trapèze, qui consiste à évaluer les aires des 
rectangles de hauteurs égales à f (x) et de bases dx, en faire 
la somme et de passer à la limite (le signe de l'intégrale 
rappelant les opérations de sommation et de passage à 
la limite). L'expression (*) s’énonce « somme de a à b de 
{ (x) dx ». Répétons que cette expression désigne l'aire du 
trapèze curviligne ACDB. En se servant de nouveau de sym- 
bole on peut écrire les résultats du $ 5 de la façon suivante: 


b 
hs bh+1__ah+1 
| x" dx — ET 
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(k est un nombre entier non négatif). Cette dernière égalité 
s’énonce ainsi: « l'intégrale de «a à b de x puissance X dx 
est égale à la différence entre b puissance À + 1 et a puissan- 
ce À + 1, sur À + 1». 


re) Etablissons quelques propriétés élémentaires des intégra- 

les. Il est évident que l'aire ACDB, ajoutée à l'aire 

BDD'B", donne l'aire ACD'B" (fig. 17). Mais la première 
b c 


est égale à ( { (x) dx, la deuxième à Î (x) dx et la troisiè- 


a b 
(4 b c 

me à À f (a) dx. Il en suit que | dx + | f (x) dx = 
a a b 


C 


_ | j (x) dx. Ici, ab <c; si a <Lc<b (fig. 18), 
a 

nous obtenons, en écrivant que l'aire ACD'B" sommée 

à l'aire B'D'DB donne l'aire ACDB: 


f (x) dx + {(x) dx — | 1 (x) dx. 


b 
En introduisant la notion d’intégrale | (2) dx au $ 7 
a 
nous avons admis que «a <b: la borne inférieure est plus 
petite que la borne supérieure. C'est justement pourquoi 
l'aire BDD'B", où OD = bet OD' — c, pour b <c (fig. 17) 
C 


s'écrivait | f (x) dx, et pour b> c (fig. 18), sous la forme 
(e) : 


b 
| f (x) dx (la borne inférieure est chaque fois plus petite 


C 
que la supérieure). Dans le premier cas, la différence des 
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Fig. 17 


Fig. 18 


Q 


b 
intégrales j' f (x) dr — | 1 (x) dx était égale à f(x) dx 


b 
et dans le second cas — | f (x) dx (nous nous’ sommes servis 


C 
des égalités mentionnées plus haut entre les intégrales). 
Pour embrasser les deux cas dans une même formule, conve- 
nons d'écrire que pour b > c: 
( b 


À dx = — | 1 (x) dx. 
b © 


S?. 


Autrement dit, nous admettons maintenant une intégrale 
dont la borne inférieure est plus grande que la supérieure, 
et nous la considérons comme l'aire du trapèze curviligne 
dont nous avons changé le signe. Alors, au lieu de deux 
relations différentes : 


b 


Î (0) de | f(x) dx = f{)dr (b<c) 
a a b 


ou 
L 


red [ça —(rd 6>0 


nous écrirons dans tous les cas: 
C b c 
fitdr— (()dr= [tds Oxo). 
a a b 
Pour b = c, le premier membre devient nul; c'est pourquoi 
b 


il est naturel de considérer l'intégrale f (x) dx comme 


nulle. 
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Donc, que nous ayons b <c ou b> c ou b = c, dans 
tous les cas on peut se servir de la relation 


L 


| f (x) dr — {s { (x) dx = - | f(x) dr. 


a 


Cette relation peut être représentée sous l'aspect suivant : 
b € c 
(red | (de | 1(e) de. 
a b a 


Nous proposons au lecteur de vérifier avec l'aide des 
résultats de ce paragraphe que l'expression 
h 


| k | : bh+1 CAE ahk+1 
| za" dx — Fri 
a 


est juste pour n'importe quels a et b (et non seulement pour 
0O<La<boua<b< O0). 


9 Admettons que f (x) ait l'aspect d'une somme ou d'une 
différence de deux fonctions: f(x) = g (x) + h(x) ou 
f(x) = g(x) — k(x) (par exemple, f (x) = 2° — x°). L'in- 
tégrale de f (x) peut être alors remplacée par la somme ou la 
différence des intégrales des fonctions g (x) et h (x): 


b b b 
| f (x) dx = ( g (x) dx + | h (x) dx 
b b b 
(ou {4 (x) dr — | g (x) dx — | h (x) dx). Par exemple, 
4 | | . | 1 l 0 6 
| (x — 25) dr — | x dx — | x dx = Ÿ — _— = 


Nous allons démontrer cette propriété des intégrales eu 
nous contentant du cas de la somme. Donc, soit f (x) 
— g(x) + h(x); les graphiques des trois fonctions g (x), 
h (x) et f (x) sont représentés fig. 19. Il s'agit de démontrer 
que : 


b b b 
| 1 (x) dx = | g (x) dx + | hk (x) dx, 


c'est-à-dire que l'aire ACDB est égale à la somme des aires 
AiCiDiB; et A:C>D,B,. Divisons le segment de l'axe Ox 
entre les points x = «a et x — b en plusieurs parties et 
construisons les figures en paliers correspondantes pour les 
rois trapèzes curvilignes représentés fig. 19. Il est évident 
que l'aire de chaque rectangle dans la partie inférieure du 
dessin est égale à la somme des aires des deux rectangles 
situés au-dessus de lui dans les parties moyenne et supé- 
rieure du dessin. L'aire de la figure en paliers inférieure est 
donc égale à la somme des aires des deux figures en paliers 
supérieures. Cette relation entre les aires des figures en 
paliers se maintiendra pour tout fractionnement du segment 
de l'axe Ox entre x = a et x = b. Si l'on divise ce segment 
en un nombre de parties croissant indéfiniment dont les 
longueurs tendent vers zéro, l’aire inférieure tendra vers 
b 


la limite | (x) dx et les deux supérieures vers les limites 


a 
b 


b 
| (x) dx et | h (x) dx. 


«a 
Comme la limite d’une somme est égale à la somme des 
limites : 


b b b b 
(rG)de= | ie()+n(hdr= Àe(e) dr + | 2 (de, 


ce qu'il fallait démontrer. 


71 


l'ig. 19 


De la même façon, on démontre que: 


b b b 
| [g (x) — k (x)] dx = | g (x) dx — | h (x) dx. 


On voit aisément que cette propriété des intégrales est 
vraie également quand f (x) est la somme d'un plus grand 
nombre de termes. Par exemple, si f (x) = g (x) — hk (x) + 
 k (x), nous avons: 


b b 
À Le Ce) — Aa) + 4 (el de = Lg Ce) —h (a) de + 
u ; | a | 
de | k (x) dx == | g(a)dz— | h(x)d2+ | k (x) dx. 


10 Nous devons encore élucider les rapports existant entre 
les intégrales 


[ ea et | citer. 


où C est un nombre (constant) quelconque; par exemple, 
quels rapports lient les intégrales: 

b b 

dx ct | 22° dx. 

a a 


Montrons que 
b b 


| Cf(x) dx =C | { (x) dx: 
par exemple, ‘ ' 


b b 
bia  bi— ai 


| 25 dr =2 | as dr 2 _ 


4 2 


a 


15 


Fig. 20 


Pour simplifier les raisonnements, admettons que C ait 
une certaine valeur numérique déterminée, par exemple 


posons C = . Il s'agit, à présent, de comparer les intégra- 
les : 

b b . 

| f(x)dx et | f(x) dx. 

a a 


On voit sur la fig. 20 des trapèzes curvilignes dont les 
aires sont représentées par ces intégrales. Partageons le 
segment de l’axe Ox entre les points x — a et x = ben un 
nombre de parties quelconque et construisons les figures en 
paliers correspondantes. On voit facilement que l'aire de 
chaque rectangle dans la partie inférieure de la figure est 
égale à la moitié de l'aire du rectangle situé au-dessus 
d'elle (de la partie supérieure). C’est pourquoi l'aire de la 
figure en paliers inférieure est la moitié de l'aire de la figure 
en paliers supérieure. En passant à la limite (comme au $ 9), 
nous concluons que l'aire entière du trapèze curviligne 
inférieur est la moitié de celle du trapèze curviligne supé- 
rieur : 


Dans ce raisonnement, le nombre C était positif; si 
1 


nous prenons un nombre C négatif, par exemple C = D: 
il faut remplacer la fig. 20 par la fig. 21. 

En comparant à présent l'aire ACDB et l'aire À "C"D"B” 
nous constatons qu'il se produit ici non seulement un change- 
ment de valeur absolue de l'aire (sa réduction de moitié), 
mais aussi un changement de signe. Par conséquent, 


b 


b 
free + | res 


a 


R 


Fig. 21 


Il est certain que nous avons choisi C — + pour 
plus de clarté seulement. D'une façon générale, quel que 
soit C l'égalité 
b b 
| Cf (x) dr =C | f(x) dx 
a a 

est vérifiée. 

En qualité d'exemple d'utilisation des propriétés de 
l'intégrale demontré plus haut, calculons l'intégrale 
i 


| (32° — 2x + 1) dr. Nous obtenons: 
0 


| 


| (82?— 2541) de = | 32° de — 2x dr + | 1 dr = 
l 0 


0 0 
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= 3 x? dx — 2 x dx +- 2° dx — 
Ü Ù 
{ 


12 — 02 {1—0!1 
3 7 T5 


= 32. +1—1. 


11 Examinons la fonction 


Son graphique est une hkyperbole équilatère ; il est représenté 
fig. 22. Si nous appliquons à ce cas la formule de l'aire du 
trapèze curviligne 


bh+1 === ak+1 


hi 


dx = 


S © 
& 
b 


déduite plus haut pour # > 0, en remarquant que # + 1 — 
= 0, bh#1 — QËt1 — 4, nous obtenons dans la partie droite 


, . 0 Q .__r Le 

l'expression qui est privée de sens. Par conséquent, 

notre formule n'est pas valable pour À — —1., 
L'invalidité de cette formule pour le calcul de l'intégrale 


x”! dr ne nous empêche pourtant pas d'étudier certaines 


Su, © 


ropriétés de cette intégrale. 

Démontrons que si l’on augmente ou si l'on diminue 
a et b d’un même nombre de fois, c'est-à-dire si on les mul- 
tiplie par le même nombre qg > 0, on obtient un nouveau 
trapèze curviligne de même aire. Bien entendu, nous nous 
apprètons à démontrer cette propriété, supposition faite 
que la courbe dont les arcs délimitent d’un côté nos trapèzes 


—” 


] 
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Fig. 23 


curvilignes est une hyperbole équilatère et non une autre 
courbe. En d'autres termes: 


bq b 
| zx 1 dr — | zx \dr, 
aq a 


quel que soit g (g > 0). 

Pour suivre plus facilement la démonstration, donnons 
à q une valeur numérique bien déterminée, par exemple 
q = 3. La fig. 23 représente deux trapèzes curvilignes corres- 
pondants ACDB ct A "C'D'B”". Le premier est plus étroit, 
mais plus haut ; le deuxième est plus large, mais plus aplati. 
Il s'agit de démontrer que dans le deuxième cas l’augmenta- 
tion de la largeur est compensée par la diminution de la 
hauteur de façon que l'aire reste inchangée. A cette fin, 
partageons le premier trapèze en d'autres plus étroits et 
remplaçons chacun de ces derniers par un rectangle (fig. 23). 
Si on multiplie par 3 l’abscisse de chaque point de la figure 
en paliers ACDB construite, en laissant les ordonnées 
invariables, on obtient la figure A’C’D'B" dont l'aire est 
trois fois plus grande, étant donné que chaque rectangle 
est devenu trois fois plus large. Mais les extrémités des or- 
données ne se trouvent plus sur notre hyperbole. En effet, 


cette hyperbole est le graphique du rapport inverse y — + à 


et pour que les points ne la quittent pas, il faut diminuer 
l’'ordonnée d'autant de fois qu'on a augmenté l’abscisse. 
Si l’on divise par 3 toutes les ordonnées de la figure A’C'D'B' 
on obtient la figure À "C'D'B”. C'est un trapèze curviligne, 


limité vers le haut par l’arc de l'hyperbole y — _ et vers 


les côtés par les ordonnées menées pour x = 3a et x — 3b. 
Les rectangles ainsi obtenus ont des bases trois fois plus 
grandes que Îles rectangles initiaux et des hauteurs trois 
fois moindres. Leurs aires sont donc les mêmes que celles 
des rectangles initiaux. Il en suit que les aires des deux 
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figures en paliers sont égales, leurs limites le sont égale- 
ment, c'est-à-dire les aires des trapèzes curvilignes: 


gb b 
| x 1dx — | xl dx. 
ga a 


Nous avons démontré cette propriété en supposant que 
a <<b. Mais elle est vraie pour «a = b et pour a > b. En 
effet, si «a — b, aq = bq et les deux intégrales se réduisent 
à zéro, si bien que l'égalité est toujours respectée. Si d'autre 
part a > b, on a également ag > bq et dans ce cas | égalité 


aq b 
| z'l dr = | a ldx 
bag a 


sera également juste (maintenant b <a, c'est pourquoi b 
et «a changent de rôle). Mais nous avons convenu au $ 8 que, 


pour a > b, fs (x) dx signifie — | f (x) dr. Par conséquent, 


a 


Lq aq 
| xl dx — — | a! dx, 
a7 bq 
b a 
fatdz= — (Far 
a (2) 


et comme les seconds membres de ces relations sont égaux, 
les premiers doivent l'être aussi : 
bq b 


| x”! dx — | x! dx. 


aq a 


Donc, la relation démontrée reste vraie que l'on ait 
a <b,a—=boua> b. 
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b 


12 Posons a = 1 et considérons | xl dr. Si b > À, cette 
1 

intégrale représente l'aire du trapèze curviligne ACDB 

(fig. 24). Si b = 1, elle devient nulle. Enfin, si 0 <b <1, 

la borne inférieure de l'intégrale est moins grande que la 

borne supérieure et nous obtenons: 


b i 
[ z'ldr= — | x"! dx. 
; b 


Ceci signifie que, dans ce cas, l'intégrale diffère seulement 

par le signe de 1 aire du trapèze curviligne B'D'CA (fig. 25). 

Dans tous les cas, pour n'importe quel nombre b positif, 
b 


l'intégrale {a dx a une valeur parfaitement déterminée. 


Elle est positive quand b > 1, nulle quand b = Î et négative 


quand b <1. 
b 


Il est évident que l'intégrale | xl dx est fonction de b. 


i 

Cette fonction joue dans les mathématiques un rôle impor- 
tant ; on l'appelle logarithme naturel ou népérien du nombre 
b et on la désigne par In b. Ici let n sont les initiales de 
« logarithme » et de «naturel». Donc: 


b 
| z” dx = In b. 
1 


Signalons quelques propriétés du logarithme népérien. 
Avant tout, nous avons: 


nb>0sb>1; In1—=0; Inb <0 si b Li. 


Déduisons ensuite la propriété essentielle du logarithme 
consistant en ce que le logarithme d'un produit est égal à la 
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Fig. 2/ 


Fig, 25 


somme des logarithmes de ses facteurs, par exemple, In 6 — 
— In 2 +In3. 
Sous sa forme générale : 


In (bc) = Inb+ilnc, c'est-à-dire: 


bc b c 
| x’! dx — | a"! dx + | x”! dx. 
1 l 1 


En effet, comme nous l'avons démontré plus haut: 


c ge 


xl dx — | x”! dx 
q 
pour tout g>0. Prenons q = b; nous obtenons alors: 
c be 
| xl dx — | al dx. 
i b 
C'est pourquoi: 
b c b Le 
x" 1 dx + x”! dx — | x”! dx + | x”! dx; 
î Î b 


mais cette dernière somme, d'après la propriété déduite au 
be 


$ 8, peut être remplacée par l'intégrale Fe dx. Donc. 
Î 


b ( bc 
| x”! dx + Î x"! dr — | zx ldx, 
\ i 1 


ce qu'il fallait démontrer. 
On peut déduire de cette propriété certaines conséquences 
Soit b>=>0; alors, d’après ce qui vient d'être démontré 
1 1 
Ini—In (o7) —Inb+ln, 
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mais comme InÂ1 —=0, Inb+ln - — 0, d'où 


In _. —= — ]|n b. 
Par exemple, In = —= —]n 2. De plus, ss b>0,etc>0, 


il s'ensuit que 
In += In (+) = Înc+iln =Inc—In b; 


autrement dit, le logarithme d'un quotient est égal au logarithme 
du dividende moins celui du diviseur. 

Nous avons formulé la propriété essentielle du logarithme 
pour le produit de deux facteurs, mais elle reste vraie pour 
le produit de n'importe quel nombre de facteurs. Ainsi, 
par exemple, dans le cas de trois facteurs, on obtient: 

In (bcd) = In [(bc) d] = In (bc) + In d — 
= (nb +tinc) + Ind = 
= Inb+inc+n d. 
Il est évident que quel que soit le nombre de facteurs, le 
logarithme de leur produit sera toujours égal à la somme 
des logarithmes des facteurs. 

Appliquons cette propriété au logarithme d'une puissance 
à exposant * entier et positif, Nous trouvons: 

Inb*—In(bb...b)=Inb+Iinb+...+Inb=#klnb. 

nn mn me” en, me mm en” 


kR fois k fois 


Par exemple, 1n 16 — In 2* —4ln2. 
Soit € — bd; alors c* — b et, par conséquent, 


Inb—Iinc"=kinc=kln# b, 
d'où 
R/T 
Inÿ b=-Inb. 
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Par exemple, 


in Ÿ/2= + In 2. 


P 

Si c = b1, où p et q sont des nombres entiers positifs, 
nous obtenons, en nous appuyant sur les propriétés dé- 
montrées : 


P a. | 
Inb1=-In ÿ = LimbP=.pino=2ine. 


Par conséquent, la propriété 

Inb*—=#klnb 
est vraie non seulement quand k est un nombre entier posi- 
tif, mais aussi quand x est une fraction de la forme —. 


On voit aisément que la même propriété est juste quand k 
est négatif (entier ou fractionnaire). En effet, si À <O0, 
—k >> 0 et nous avons: 


In b}= In = _Inb#= —(—kinb)=klnb. 


Enfin, la même propriété est vraie pour # = 0: 
In b9 = In 1 = 0 — On b. 


Donc, pour tout k rationnel (positif, égal à zéro ou néga- 
tif, entier ou fractionnaire) on peut affirmer que 
In b* = k In b. 


On pourrait démontrer que cette relation est également 
juste pour # irrationnel; par exemple: 


Inb*?—V2Inb. 


Nous adopterons cette dernière affirmation sans démonstra- 
tion et nous nous servirons de cette propriété : le logarithme 
naturel de la puissance d'un nombre est égal au produit de 
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l'exposant de la puissance par le logarithme naturel de ce 
nombre — pour toutes les valeurs possibles de l’exposant k, 
aussi bien rationnelles qu'irrationnelles. 


13 Occupons-nous maintenant du calcul des logarithmes. 
Supposons qu'on ait à calculer In 2, c'est-à-dire à 
trouver l'aire du trapèze curviligne ACDB représenté 
fig. 26, a. Partageons le segment CD en 10 parties égales et 
menons les ordonnées correspondantes: KiL1, Kolo, : .., 
. K%L94. Pour trouver la meilleure approximation possible 

de In 2, remplaçons chacun des trapèzes curvilignes étroits 
que nous avons obtenus non par un rectangle, comme précé- 
demment, mais par un trapèze rectiligne ordinaire. A cette 
fin, réunissons les points À et Zi, L; et L:, etc. ..., Lo 
et B par des segments rectilignes. Sur la fig. 26, a il serait 
difficile de distinguer les trapèzes ordinaires des trapèzes 
curvilignes; pour mieux discerner la différence, donnons, 
la fig. 26, b, leur image grossie. L'aire de chaque trapèze 
est égale au produit de la demi-somme des bases par la 
hauteur ; mais dans notre cas, toutes les hauteurs sont égales : 


CK;i = Kik: =... = K9D = 0,1. 
C'est pourquoi les aires des trapèzes seront: 
AC +Kil: 1e KiLi+Kolo À : 
9 0,1: | | 5 «0h, . 
KoLo-+ BD 
ie Re 


es 


0,1 ; 


la somme de ces aires est égale à : 
01 (AC + KL) 4 (KL + Kalo) +... +(KoLg + BD) 


9 ’ 

ou : 
0,1 (0,54C +K Li + Kilo +... 4K Lo + 0,5BD). 
Il reste à signaler que toutes les bases des trapèzes sont les 
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L, 
Ls 
x 
Ks 
Ka 
b 


Fig. 26 


ordonnées du graphique de la fonction y — L , COTTESpon- 
dant aux abscisses suivantes: 
4: 1,1; 1,2; 1,3; 1,4: 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2, 


Il en suit donc: 


AC = À = 1,000, ol as Kali= + = 0,883; 
KsLs= 7 —0, 769; a -=0,714; KL= = 
_ 0.667: KoLe= ++ 0,625: Kili = = 0,588 ; 
KoLs= <= 0,556 ; bel 0,526; BD =+—0,500. 


Par di la somme de aires des trapèzes est égale à 
0,1 (0,500 + 0,909 + 0,833 + 0,769 + 0,714 + 0,667 + 
+ 0,625 + 0,588 + 0,556 + 0,526 + 0,250) = 0,6937. 


Or à regarder attentivement la fig. 26, il est clair que 
la somme des aires de ces trapèzes a une valeur un peu plus 
grande que l'aire du trapèze curviligne. Ceci signifie que nous 
avons trouvé la valeur approchée de In 2 par excès, c'est-à- 
dire que In 2 est un peu inférieur à 0,6937. 

Nous prendrons connaissance plus bas d'un autre procédé 
de calcul des logarithmes qui permettra, en particulier, 
d'obtenir In 2 avec une plus grande précision. 


14 Si l’on compte les abscisses non pas à partir du point O, 

mais à partir du point C (fig. 27) et qu'on désigne les 
nouvelles abscisses par la lettre £, la relation entre la nouvel- 
le et l’ancienne abscisses d’un même point sera : 


RS 


Cette relation sera vraie pour n'importe quel point, si 
l’on admet que > 0 quand x > 1 et que t < 0 quand 
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Fig. 27 


x Z 1. Quand on remplace x par 1 + #, la fonction y=— 


1 : : 
[Ey> Mais son graphique ne change 
pas. Le nouveau introduit par #{, ce n’est qu'une nouvelle 
origine des coordonnées (C au lieu de O) et, par conséquent, 
un nouvel axe Cy (parallèle au précédent); la courbe, elle, 
ne change pas. Evidemment, l'aire ACDB ne varie pas non 
plus. Or, quand nous considérions x comme abscisse, cette 
aire était représentée par l'intégrale 

1+$ 
Ü sidc=in(1+8) (B = CD). 


2 


1 


prend la forme : y — 


Maintenant avec { pour abscisse, la même aire est repré- 
B 


sentée par l'intégrale Ne + t)-1 dt. Comparons ces deux 
0 
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intégrales, nous avons: 
B 
In (1+B) = (1+t)1dt. 


Remarquons maintenant l'identité suivante: 
{—{2n 


Le 2 _ 13 CLS nt 
lire PE t RU 


On l'obtient immédiatement si l’on remarque que le premier 
membre comprend une progression géométrique avec 1 pour 
premier terme, —+t pour raison et —£{?"-1 pour dernier terme. 
Il découle de cette identité que: 


Â = tn 
Dr EN en ÉPu. 
C'est pourquoi : 
B 
In (1-+B) = | [i—t+e—8+ Per de la. 
0 


Maintenant, sous le signe de l'intégrale, au lieu de 
(14 + t)-! se trouve une expression plus compliquée, plus 
encombrante, la somme d'un grand nombre de termes. 
Nous savons déjà que l'intégrale de la somme ou de la diffé- 
rence de fonctions est égale à la somme ou à la différence des 
intégrales de ces fonctions. Par suite, 


In (1 +) — 
8 8 8 9 8 
nt ue us Le DT Lu 
0 0 Ü U 
è tèn 
+ Fr de 


Nous pouvons calculer chacune des intégrales du deuxième 
membre, excepté la dernière. Voici comment: 


B B p2 B gs 
fiat=p, jtd. jed=t, 


0 0 
Ë p 
3 dt = À! enr gp — PB?" 
jeu=t,.…., di —. 
0 0 


D'où il vient que: 


2 n f n 
In (1-+ B) = (p—hit hr... Le ) + rs d 


L'expression entre parenthèses dans le deuxième membre de 
l'égalité est un polynôme du degré 27, disposé suivant les 
puissances croissantes de f. Si la valeur de $ est connue 
el, de plus, si l'on a choisi un nombre entier positif » (il 
ii être quelconque), il est facile de calculer la valeur du 


dt 


B 
polynôme. Seule l'évaluation de l'intégrale | © [Li 

0 
présente des difficultés. Nous démontrerons que pour —1 < 
<$ <'1, on peut la rendre aussi petite que l’on veut en 
prenant x suffisamment grand, S'il en est ainsi, dans le 
calcul de In (1 + 6), on peut omettre la dernière intégrale, 
en ne commettant de la sorte qu'une erreur négligeable. 
Nous aurons donc approximativement: 


In (1+BeB-È+É RE. 
{5 Pour évaluer l'erreur de cette égalité approchée 


B 
il faut examiner l'intégrale rejetée : Er —— dt, Supposons Do 


14: 
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Fig. 28 


commencer que 0 <$ < 1. Dans les limites de l'intégra- 
tion, é reste positif et, par conséquent, 


t2n 
HaLe 
Ceci signifie que le graphique de la fonction y — 


OL —— << i?", 


tn 
1 est 
situé au-dessous du graphique de la fonction y — t”"(fig. 28); 
D'où il s'ensuit que l'aire CBA, est plus petite que l'aire 
CBAÀ, c'est-à-dire : 


pèn+i 


n+1” 


f tin Ë 
| rar < [ma 
0 


Donc, l'erreur de l'égalité approchée que nous avons déduite 


èn+1l 5 , 
Dr: étant donné que 0 <$<1, 


cette erreur peut être réduite autant que l’on veut quand x 


est inférieure à 
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est suffisamment grand. Prenons, par exemple, B — 1; 
la formule déduite plus haut devient: 


Lt AR 1 i 1 
DA Ea PS gritot os 


avec une erreur inférieure à Si nous voulons calculer 


1 
2n +1" 
par ce procédé In 2 avec une précision de 0,001, il faut que 
<< 0,001, c'est-ä-dire 27 + 1 > 1000; on peut satis- 


faire à cette condition en posant 2n — 1000. Mais ceci 
signifie que le premier membre de l'égalité doit comprendre 
1000 termes dont il faut trouver la somme. Un tel travail 
est évidemment extrêmement long; nous allons voir bientôt 
qu'on peut l'éviter en se servant d'une autre formule pour 
In 2. 


Lé 2n e 
16 Revenons à l'intégrale | dt mais posons 
Ù 
maintenant —1 << <0. Nous savons que: 
B 0 
fn dt n 12n dt 
| 246 | 1+1° 
0 B 


t2n dt 
| ET 
hachurée fig. 29. Cette figure est située au-dessus de Ct, 


est égale à l'aire de la figure ABCK, 


Q 
L'intégrale 


2 
CAT y — > O0 pour {t — 1. Donc l'aire ABCK est un 
0 
7 ‘ NS tn dt 
nombre positif, autrement dit l'intégrale ( ENT est 
2n {lt 
que 


un nombre positif. Il ne diffère de l'intégrale | — 
Û 
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par le signe et est égal, par conséquent, à la valeur absolue 
de cette dernière : 


0 B 
tn dt \ {2n dt 
14e |) 1+4 
0 


Remarquons de plus que pour {1 > B et B >> —1, l'inégalité 
1+1>1+8B5>0 
est satisfaite, d’où 
Î 1 
Er TR 
t2n on 
1 Lt < 1+8 
Ceci signifie que le graphique de la fonction y — 


el 
EU t 
THE 
n 
situé au-dessous du graphique de la fonction y — _—. 


dans l'intervalle B <t<0 (fig. 29). L'aire ABCK est 
donc plus petite que l'aire ABCL: 


0 — 0 : 
ten dt t2n dt 
[Tr < | 
B É 
Le deuxième membre de l'inégalité est facile à calculer: 
0 0 
Ton y, _ on 7 A4  Onti_ffèntt 
DFI UT L MT ET 
pèn+i 
(nr +1)(1+8) 


(c'est un nombre positif, car f?"*1<0, 1+B>0 et 
n + 1>0. Il en suit, 


B 0 ” : 


C'est pourquoi, en rejetant dans l'expression pour In (1+-B) 


nous faisons une erreur dont la valeur 


t 
le terme | 
Û 


absolue est inférieure à ee < B <O). 


| _ @r+D (+ Lu ” 
Elle tend vers zéro quand » croît indéfiniment. 


Donc, la formule sé RE 
| ! 3 i pèn 
n(+pep- rh ts... 
est juste pour —{ <$B <0 avec une précision de 
prn+t 
En +1) (+8) 
Posons, par exemple, f — — -; l'erreur de la formule 
approchée sera alors inférieure + 
! 1 | 
per (50e 
Si l'on prend x = 4, la dernière fraction sera égale à 5 ns — 
| # Es k : 
= 756 — x <0, 0005. Par conséquent, avec ce degré de 


précision, on peut écrire: 


— les ss 


7 =0,5000, > —0,1250 ; = —0,0417, 


: I 
Eee 557 — 0,0062, _——. = 0,0026, 


1 
57.7 = 0,0011, 


I F 
xs = 0,0005. 
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Nous obtenons: 


In + & —0,6927 & — 0,693 
avec une précision de 0,001 (nous tenons compte de l’erreur 
de l'ordre de 0,0005 inhérent à la formule, de plus, la trans- 
formation de chacun des huit termes en fraction décimale, 
pouvait comporter une erreur de 0,00005). 


Comme In _ = — ]n 2, il en découle que 
In 2 = 0,693. 
Si, dans la formule approchée pour In (1 + f) on pose 
2 a 
B = — 7 : On peut calculer de la même façon In 7 et, par 
conséquent, In 3 = — In _. D'une façon générale, si l'on | 
k à k 1 
prend B = — Fri On obtient In (1) = In Fri 
et, par conséquent, In (4 + 1) — — In Paru . Toutefois, 


un tel procédé de calcul des logarithmes sera encore fort 
laborieux. Ainsi, par exemple, si nous voulons calculer 
In 11, en posant k + 1 — 11, c'est-à-dire k — 10, nous 
devons poser B — — T . L'erreur de la formule approchée 
sera alors inférieure à: 


ET : (2n + 1) (1-5) LL ES eu 


Nous avons: 


22091; (5) c083; (2)"&0,69; (12)"x0,8; 


11 11 I 
(5) "0,29; (2) +008; ()"x 0,006; 
(5) + 0,005. 
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Par conséquent, c'est seulement pour 2n + 1 = 65 que 
l'erreur de la formule approchée servant au calcul de In J 


Des: . if 
sera inférieure à 5 0,005 = 0,001. 


IL est évident que les calculs effectués pour trouver 
I La Q D] Q QU 
In — nécessiteront dans ce cas un très gros travail, car il 


ei 
faudra évaluer une somme comprenant 64 termes : 


CAN TONTT er 
TOOL 2 Fr) 3 11) "°° 64 Tr) : 


1 Les conclusions auxquelles nous avons abouti en 
, fi déterminant la formule approchée pour In ({ + B) nous 
engagent à chercher une autre formule exigeant moins de 
calculs. Une telle formule peut en effet être trouvée. Pour 
cela, prenons un nombre entier positif quelconque, k, et 


posons: B — HT . Nous trouvons alors: 


i i i fl 
d. (1+ 2h41 ) ROGEHET LOGE STI 


7 A(2k+ IN Eee (2n—1)(2k + 1)20 1 Dn(2k+ ju 
L'erreur de cette égalité approchée est plus petite que 


NICE TE Prenons maintenant f négatif égal à 


JT; NOUS obtenons une autre égalité approchée : 
DRE] DRE 22H I) — 826 +1) 
{ I 


RE QD GE DT ME 
98 


=: a": 


qui donne In (1 _ 1) avec une erreur plus petite que 


2k 


Æ 
TES | (2r + 1) (1 5) = 
2k+1 1 1 


2k à 2n +1 (24+ ty2n+1 é 


Soustrayons membre à membre la deuxième égalité de la 
première. Nous trouvons: 


{ I 
In + | —l]n Cr } S 
2 2 2 2 
ST Es 3(2k +1) + 5 (24 L1)5 Hs (Q2n—1)(2k + 1}2nt * 
L'erreur de cette égalité approchée ne dépasse pas, en valeur 
absolue, la somme des erreurs admises dans les formules 


In (1 eu =) et In (1 _ Tes 1) * elle est donc inférieure à : 


_ 1, 2641 1 D 
2n+L1 (2k+fjntl 2h ‘Ontl QE 
7 2k | 2n +1 "(2k TH f}intl D e DnLl ere CE Djanti — 


1 
 ROnT+ IT IA 


Transformons la différence des logarithmes après avoir 
observé qu'elle doit coïncider avec le logarithme du quotient. 
Nous obtenons: 


D DRET 
In +) Mn (i-5—) — ]n VE 
2k+1 
= ]n EE =lû EI =In(k+1)—Jnx. 
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Et par suite 


2 2 2 
In GET MRR ET Een + 56e + 


: L 1 
+mnapnr 0 


e Lé e « | Î { 
avec une erreur inférieure à — “Dai DA 


C'est la* formule cherchée. Elle permet de calculer 
In (4 + 1) si In k est déjà connu. En tenant compte de ce 
que 1n 1 — 0 et en y posant # — 1, nous trouvons in 2 avec 
une erreur inférieure à 


1 1 
2n+1 32° 
Prenons n — 5; on peut alors affirmer que l'erreur sera 
inférieure à 2 << 0,000002. II en suit donc 


11 310  11.59049 
que, 
2 2 2 2 2 
RER MERS Po Ps PS don 
avec une erreur inférieure à 0,000002. En transformant 
chacune des cinq fractions en fraction décimale à 6 chiffres 
après la virgule (c'est-à-dire avec une précision de 0,0000005) 


et en additionnant, nous obtenons la valeur de In 2 avec 
une précision de 0,000002 + 0,0000005 .5 << 0,000005 : 


In 2% 0,693146 = 0,69315. 


Posons maintenant dans la formule (*) 4 — 2 et n — 3; 
nous obtenons: 


de 2 D 2 
avec une erreur inférieure à 


© D 000006: 


1qP 


Il en résulte que: 
In 3 & In 2 + 0,40546 = 1,09861. 


Par la suite nous obtenons In 4 — 2 In 2 = 1,38630: en 
posant dans la formule (*) 4 — 4 et n — 3, nous trouvons: 


2. 2 2 So | 


avec une erreur inférieure à 


1 1 1 
— 1 — 9 ———— — 98.531441 << 0,0000001. 
Il s'ensuit donc que: 

In 5% In 4 + 0,22314 = 1,60944. 


Maintenant on peut trouver In 10: 
In 10 —In5 +In2z= 2,30259. 


Enfin, en posant dans la formule (*) À — 10 et n = 2, on 
obtient 
2 à | 
In 11 —In 10 = 51+ 306 © 0,09531 


(l'erreur de la formule approchée est ici inférieure à 
1 1 1 | 
C'est pourquoi 

In 11 & In 10 + 0,09531 = 2,39790. 


Ces exemples suffisent pour comprendre comment on 
établit la table des logarithmes naturels. C'est précisément 
de cette façon qu'on obtient la table suivante des logarithmes 
des nombres entiers de 1 à 100, calculés à 0,0005 près. 


| Nous avons vu que le logarithme d’un prodnit s'obtient 
per additiou, le logarithme d'un quotient par sous- 
traction, le logarithme d'une puissance par multiplication 
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Table des logarithmes naturels ou népériens (de 1 à 100) 


n nn n nn n nn n nn n nn 
{ 0,000 21 3,045 41 3,714 61 k,111 81 k,394 
2 0,693 22 3,091 42 3,738 62 4,127 82 4,407 
3 1,099 23 3,135 43 3,761 63 4,143 83 4,419 
4 1,386 24 3,178 4k 3,784 64 4,159 81 4,431 
5 1,609 25 8,219 45 3,807 65 4,174 85 4,443 
6 1,792 26 3,258 46 3,829 66 4,190 86 4,454 
7 1,946 27 3,296 47 3,850 67 4,205 87 4,466 
8 2,079 28 3,332 48 3,871 68 4,220 88 4,477 
9 2,197 29 3,367 49 3,892 69 4,234 89 h,489 
10 2,303 30 3,401 50 3,912 70 4,248 90 4,500 
11 2,398 31 3,434 51 3,932 71 4,263 91 4,511 
12 2,485 32 3,466 52 3,951 72 4,277 92 4,522 
13 2,505 33 3,497 53 3,970 73 4,290 93 4,533 
14 2,639 34 3,526 54 3,989 74 &,304 94 hk,543 
15 2,708 35 3,555 55 4,007 75 4,317 95 4,554 
16 2,773 36 3,584 56 4,025 76 4,331 96 4,564 
17 2,833 37 3,611 57 4,043 77 4,344 97 4,575 
18 2,890 38 3,638 58 4,060 78 4,357 98 4,585 
19 2,944 39 83,664 59 4,078 79 4,369 99 4,595 
20 2,990 40 3,689 60 4,094 80 4,382 100 4,605 


(par l’exposant de la puissance) et le logarithme d'une racine 
par division (par l’exposant de la racine). C’est pourquoi, 
si l’on a une table dans laquelle à côté des nombres figurent 
leurs logarithmes (table des logarithmes), on peut s’en servir 
en remplaçant la multiplication par une addition, la division 
par une soustraction, l'élévation à une puissance par une 
multiplication, l'extraction d’une racine par une division, 
c'est-à-dire accomplir chaque fois des opérations plus sim- 
ples. Comment il faut procéder, vous le trouverez dans un 
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manuel d’algèbre courant pour élèves des classes terminales. 
Nous nous contenterons ici d'un exemple simple. 


Supposons qu'on ait à calculer c — 2 Servons-nous 
de la valeur calculée plus haut In 2 Æ 0,693 ; en la divisant 


par 5 nous oblenons: In Den 2% 0,139. II reste 
J 


à trouver le nombre 7 2 d'après son logarithme. Notre 
table n’est pas adaptée à ce but ; elle contient les logarithmes 
0,000 (correspondant au nombre 1) et 0,693 (correspondant 
au nombre 2); le premier est trop petit, le deuxième, trop 
grand. En se référant à cette table, on ne peut dire que 
Î <ÿ/ 2 2. Mais on peut remarquer que In (10 y 2) = 
= In 10 + Inÿ/2 = 2,303 + 0,139 — 2,442. Dans notre 
table le plus petit logarithme voisin est 2,398 (= In 11), 
le plus grand logarithme voisin est 2,485 (= In 12), donc 
11 10,7 2 <12. En notant que 2,442 se trouve à peu 
près au milieu entre In {1 et In 12 (la moyenne arithmétique 
de ces deux derniers nombres est 2,441) on peut poser 
107/2% 11,5, c'est-à-dire 2% 1,15. Avant de vérifier, 
signalons au préalable que 


In (100 7/2) = In 100 + In 7 2 = 4,605 + 0,139 — 4,744 
ct 


In 115 = In 5 + In 23 = 1,609 + 3,135 — 4 744, 


19 Pour construire le graphique de la fonction y = In x, 
il faut choisir des axes de référence et une unité, puis pour 
chaque x (x >> 0) porter la valeur In x sur la perpendiculaire 
à Ox, déviée au point correspondant de l'axe. Les extrémités 
des perpendiculaires obtenues pour tous les x possibles 
sont situées sur une courbe qui est le graphique du logarith- 
me naturel. Il est représenté fig. 30, a. Au-dessous de lui, 
pour comparaison, on a donné le graphique (fig. 30, b) où 
In x est représenté par une aire. Sur les deux figures, on 
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© 
cn 
2 
en 


a choisi la même unité. Pour une même valeur de x, on peut 
affirmer que l'aire du trapèze curviligne ACDB de la 
fig. 30, b contient le même nombre d'unités carrées que le 
segment ÂZL de la fig. 30, a contient d'unités de lon- 
gueur. 
Remarquons que si 0 zx <1, 

X1 | 

In x — lus . 
va 
:, 


c'est-à-dire In +” est un nombre négatif dont la valeur absolue 
est égale à l'aire du trapèze B'D'CA ; c'est pourquoi In zx’ 
est dans ce cas représenté sur la fig. 30, a par le segment 
K'L' porté au-dessous de l'axe Or. 

Toutes les propriétés du graphique de la fonction y — 
— ]n x découlent de la définition et des propriétés du lo- 
garithme naturel. Par exemple, In x est négatif pour x <1, 
il devient nul pour x = 1 et positif pour x > {. Aussi le 
graphique du logarithme est-il situé au-dessous de Ox pour 
x <AÂ, coupe Ox pour x = 1 et est situé au-dessus de Ox 
pour æ> 1. De plus, y = In x croît à mesure que x croît. 
Cette propriété est évidente quand x > 1 (v. fig. 30, b), 
mais elle est vraie également quand x — 2’ <1. En effet, 
si x’ croît en restant inférieur à l'unité, la valeur absolue 
de l'aire B'D'CA (fig. 30, b) décroît; or, ceci signifie que 
In x, qui ne se distingue de cette aire que par le signe, croît. 

Sur le graphique, la croissance du logarithme s'exprime 
par le fait que la courbe a la forme d'une pente de côte 
s'élevant de la gauche vers la droite. L’inclinaison de cette 
pente, forte au début, s'adoucit par la suite de plus en plus. 
Pour faire image, nous appellerons dans la suite de l'exposé 
le graphique du logarithme pente logarithmique. 

En suivant vers la droite en partant du point © un sen- 
tier horizontal tracé le long de Ox, nous voyons d’abord, 
en regardant vers le bas, un abîme infini au fond duquel 
se perd la pente logarithmique. Pourtant, il suffit de fran- 
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chir un pas égal à l'unité de longueur pour que l’abîme 
soit dépassé. En continuant d'avancer le long de ce sentier, 
nous remarquons qu'à chaque pas la pente devient plus 
haute. Ainsi, après deux pas (x — 2) son altitude sera 
In 2 = 0,693; après trois pas — In 3 = 1,099 et ainsi de 
suite. Evaluons de combien la pente s'élève quand, après m 
pas, nous en faisons encore un. Comme après #27 pas (chacun 
égal à l'unité) l'altitude de la pente sera In m et qu'après 
m +- 1 pas, elle sera In (m + 1), l'élévation de la pente 
pour un pas sera: 


In (+ 1)— Inn —ln ME = ]n (1++) | 


7 m 


Plus le nombre de pas sera grand, plus _ sera petit, plus 


1 + + se rapprochera de l'unité et plus In (1 ++) se 


rapprochera de zéro. Ceci signifie que l'élévation de la pente 
devient de moins en moins sensible à mesure que nous avan- 
çons vers la droite, autrement dit que la pente logarithmique 
devient en effet de plus en plus douce. 

Malgré la douceur de la pente celle-ci continue à monter 
indéfiniment et si nous continuons à suivre assez longtemps 
notre sentier horizontal, la pente s’élèvera toujours au-dessus 
de nous aussi haut que nous voudrions. 

En effet, après 2" pas l'altitude du versant sera égale à 


In 27 = mn In 2 = 0,693m, 


or, pour #7 suffisamment grand, ce nombre est aussi grand 
qu'on le voudra. 

Si, au lieu de suivre un sentier horizontal, on emprunte 
un autre sentier rectiligne mais incliné vers le haut ne 
serait-ce que très faiblement (fig. 31, a), ce dernier, tôt ou 
tard, nous permettra non seulement d'atteindre obligatoire- 
ment la pente logarithmique, mais si nous continuons à 
monter, de dépasser cette pente en la laissant en bas, au- 
dessous de nous (fig. 31, b). 


106 


l'ig. 31 


Pour le vérifier, démontrons le lemme suivant: pour tout 


# m e 
m naturel, l'inégalité . > 4 est juste. 
En effet, quand m s'accroît de 1, la fraction croît, 
4m 4mtl 


autrement dit, — ceci découle de l'inégalité : 


m2 (m+1)2 
amt+i 4m 4m? 2m \? m+m \? 
CNE SN 
mi m + 1 
qui est vraie pour »m >> 1. C'est pourquoi parmi les fractions 
A 4? 4m 


2 Dan m2 ‘°°° 


la première a la plus petite valeur, on a donc toujours 
PAL Am 


ÉTR: ; 


m® 
ce que nous voulions démontrer. 
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Or pour chaque point du sentier rectiligne incliné nous 
avons la relation 
y =tiga 


où «& est l'angle d'inclinaison du sentier (4 étant un angle 
aigu, tg « > 0). Si x — 4", la hauteur du sentier sera pour 
ce x 4" tg a, et l'altitude de la pente logarithmique, 
In (4) = m 1n 4. Le rapport de la première hauteur à la 
deuxième est égal à 
amiga _ämtiga 
min4  m?ln4 


mt, 


e 4 , 
Or nous avons démontré plus haut que _ > 4; par suite 


le rapport de la hauteur du sentier à l'altitude de la pente 
logarithmique ne sera pas inférieur à HZ m, qui, pour m 


suffisamment grand, pourra être aussi grand qu'on le voudra. 
Par conséquent, pour x = 4" et pour "= assez grand, le sen- 
tier rectiligne incliné sera de beaucoup plus élevé que la 
pente logarithmique (voir fig. 31, b). 

Il est remarquable que la pente logarithmique a une 
forme arrondie sans aucun creux, partout convexe vers le 
haut. Cette propriété peut être exprimée géométriquement : 
tout arc du graphique du logarithme est situé au-dessus de la 
corde de cet arc (fig. 32). Désignons les abscisses des extrémi- 
tés d’une corde arbitraire LL, par x et x,; nous allons 


# e LA T LT 
vérifier que pour la valeur moyenne de x = Hier le 


point Z de l'arc doit être en effet situé au-dessus du point 

moyen correspondant de la corde A1. 
En effet : 

NL=in Lima 

2 L 


et 


NM — Rite fers 
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on 
So 


Fig. 33 


(comme médiane du trapèze), c'est-à-dire : 
NM — A nEe 


Il s’agit de démontrer que 


li ne _ In EE T2. 
Mais, 
Inxr:+ilnz; 
2 
Il faut donc démontrer que 


In HE in V' zx. 


_ 3 In (ti) == In Var. 


Or 
(Vu-Va) =u—-2Vaute>0 


(si 21 et x, sont des nombres positifs différents). 


M4 > 2 Va, 
et par suite, 
AT B. Vtt 
et enfin, 
In HE. > In Vas, 


ce qu'il fallait Frs 


Il en suit 


Ainsi, quel que soit l’arc du graphique du logarithme, 
le point de l'arc correspondant à la moyenne arithmétique 
des abscisses des extrémités est situé au-dessus du milieu 
de la corde. Il en découle qu'il ne doit pas y avoir de creux 


sur le graphique du logarithme. 


En effet, s’il y avait un tel creux (fig. 33), on trouverait 
un arc pour lequel la propriété mentionnée ne serait pas 
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respectée (le milieu À7 de la corde ne serait pas au-dessous, 
mais au-dessus du point ZL correspondant de l'arc). 

En s'appuyant sur les propriétés du logarithme, on pour- 
rait également déduire d'autres propriétés intéressantes du 
graphique du logarithme, mais nous nous contenterons de 
ceci. 


9 Les logarithmes naturels apparaissent dans la résolution 

de nombreux problèmes de mathématiques et de physi- 
que n'ayant, à première vue, aucun rapport avec les aires 
des trapèzes curvilignes limités par des arcs d'hyperbole. 
Voici un problème de ce genre qui préoccupa l’'éminent 
mathématicien russe Tchébychev: trouver une formule 
la plus simple possible permettant de calculer approximati- 
vement la quantité de tous les nombres premiers ne dépassant 
pas un nombre donné #7 quelconque. 

Si x n'est pas grand, le problème de cette quantité — 
on la désigne par la notation x (x) (où x n’a rien à voir avec 
le nombre connu 3,14159...) — a une solution assez simple. 
Ainsi, quand x — 10, les nombres premiers non supérieurs 
à 10 sont : 2, 3, 5, 7; leur quantité est égale à 4, par con- 
séquent x (10) = 4. Quand z — 100, en se servant du crible 
d'Eratosthène bien connu, nous obtenons 25 nombres pre- 
miers: 2, 3, 0, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 
47, 53, 99, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97; par conséquent, 
x (100) — 25. Toutefois, si » est grand, le problème se 
complique considérablement. Comment trouver x (x), ne 
serait-ce que très approximativement, quand zx est égal 
à un million, un billion et ainsi de suite? 

Tchébychev a trouvé que, pour évaluer d'une façon 
approchée x (n), il suffit de diviser x par le logarithme 
naturel de x: 


n 
n(n) & SET 


l'erreur relative de cette égalité (exprimée en fractions de 
nombre x (z)) peut être grande, mais elle tend vers zéro 
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quand » tend vers l'infini. La formule approchée de Tché- 
bychev cest particulièrement commode quand »# est une puis- 
sance de {0 avec un exposant positif entier: # — 10". Nous 
obtenons alors In x = In 10" = X In 10 & 2,303k et, par 
conséquent, 

10h 
2,303k 


= 0,434, nous pouvons obtenir une formule 


r (10*) = 


Î 
2, 303 © 
encore plus commode pour les calculs: 


n (10*) & 0,434 10 


Comme 


Ainsi, pour k — 4 et k — 2 nous trouvons: x (10) & 
& 0,434:10 — 4,34 (résultat juste: 4), 


x (100) & 0,434. PP 21,7 (résullat juste: 25), 
En poursuivant, nous obtiendrions ceci: 
ñ (1000) & 0,434. 10 145 (résultat juste: 168), 


3. 
n (10000) 0,434. % 1090 (résultat juste: 1229), 


us 
n (109) & 0,434. D 10 © 72300 (résultat juste: 78 498). 


L'erreur relative He le dernier résultat est : 
78 498 — 72 300 
78 498 & 0,08, 

ou 8 % ; elle est encore très importante. Toutefois, on pour- 
rait démontrer de façon très rigoureuse que l'erreur relative 
de la formule de Tchébychev peut être réduite autant que 
l'on veut si 10" est suffisamment grand. Il arrivera un 
moment où elle sera inférieure à 1 %, puis à 0,1 %, puis 
à 0,001 % et ainsi de suite. C’est ce qui détermine la grande 
valeur théorique de la formule de Tchébychev. 

Tchébychev a encore proposé une autre formule pour le 
calcul approximatif de x (#), un peu plus compliquée, mais 
donnant, en revanche, une bien meilleure approximation. 
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La voici: 
t dt 
I (n) VA | nt : 
0 


Sans effectuer les calculs, indiquons seulement quelques 
résultats : 


1 000 dt 
-æ 177 (x (1000) = 168) ; 
sl © 1245 (x (10 000) = 1229) 
Int | 
1 000 000 
+ & 78627 (x (1000 000) — 78 498). 


L'erreur relative de l'égalité approchée 
{ 000 000 ; 
x (1 000 000) & ee 


Int ? 


est, par conséquent, la suivante: 


| 78 498 — 78 627 | 


75 408 æ 0,0016, 


ou 0,16%. 
21 Nous avons vu que 


In 2 = 0,69315 << 1, et que In 3 = 1,09861 >> 1. 


Ceci signifie que l'aire ACDB (fig. 34) est inférieure à 1 et 
que l'aire ACD;B, est supérieure à 1. Il faut s'attendre 
à trouver, entre les points D et D;, un point D’ tel que l'aire 
ACD'B" sera égale à 1. Ce point D” existe réellement. Si 
l'on désigne OD” par la lettre e, on peut affirmer que 2 < 
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Fig. 34 
<< e 3. En se servant de la table des logarithmes de Ja 
p. {02, on peut établir que 2,7 <e << 2,8. En effet, 

In 2,7 = In 27 — In 10 = 0,993 et 
In 2,8 = In 28 — In 10 = 1,029. 
Il existe différents procédés permettant de trouver e avec 


n'importe quel degré de précision. Sans nous y arrêter, 
indiquons seulement le résultat : 


e = 2,11828 
(tous les chiffres écrits sont justes). En vertu de la définition: 
Ine = f. 
Le nombre e s'appelle base des logarithmes’ naturels ou nom- 
bre népérien, en l'honneur du mathématicien écossais Neper 
qui a publié la première table des logarithmes en 1614. 


En se servant des propriétés du logarithme naturel, on 
peut démontrer la proposition remarquable suivante: le 
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logarithme naturel de tout nombre positif b est égal 
à l’exposant de la puissance à laquelle il faut élever le 
nombre e pour obtenir b. Autrement dit, si 1n b — «, b — 
— 6% Par exemple, du fait que In 2 — 0,69315, il s'ensuit 
que 2Æ& e0:69%515; qu fait que In 10 & 2,30259, il s'ensuit 
que 10% e°30259 et ainsi de suite. 

Pour le démontrer, il suffit de se servir de la propriété 
du logarithme d'une puissance. Soit b —e*; on a alors 
Inb—Ine* = zxline. Mais Ine = 1, donc: 


In b = x, 


c'est-à-dire que le logarithme naturel de b coïncide avec 
l'exposant de la puissance x. 

Ainsi, on peut déterminer les logarithmes naturels sans 
recourir à des représentations géométriques. On aurait pu 
dire dès le début que le logarithme naturel du nombre b 
est l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever le 
nombre e Æ 2,71828 pour obtenir le nombre b. Mais avec 
cette définition, on ne comprend pas pourquoi ce sont les 
exposants de puissance du nombre e qui nous intéressent 
et non pas d'un autre nombre quelconque. Or, si l’on intro- 
duit les logarithmes naturels comme des aires, leur défini- 
tion est concrète et ne suscite aucun malentendu. 

Il reste à ajouter qu'en plus des logarithmes naturels, 
on peut en proposer d'autres ayant une autre base. Ainsi, 
par exemple, le logarithme décimal du nombre b est l’expo- 
sant de la puissance à laquelle il faut élever 10 pour obtenir 
b. Le logarithme décimal du nombre b est désigné par le 
symbole log b. Si l’on pose log b — $, par définition on 
doit avoir b = 10°; il est évident que log 10 = 1. Les 
logarithmes décimaux sont étudiés en détail dans le cours 
d'algèbre des classes terminales, toutes leurs propriétés sont 
déduites, non pas géométriquement, mais sur la base des 
propriétés connues des exposants d’une puissance. 

Entre les logarithmes décimaux et naturels, il existe une 
relation simple. Soit In b — «& et log b = $. Ceci signifie 
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que b —e% et b — 108, c'est-à-dire que e% = 108. Par 
conséquent, In e« — In 408 ou & In e = $ In 10; autrement 
dit &« — fB-2,30259. Ainsi, In b — 2,30259 log b, d'où: 
1 
1 49€ 
log b — 730250 Inb: 0,43429 In b. 

Avec une table des logarithmes naturels on obtient, en 
multipliant chaque logarithme par 0,43429, la table des 
logarithmes décimaux. Par exemple, 


log 2 = 0,43429 In 2 = 0,43429 .0,69315 Æ 0,30103. 


Pour log 10 nous devons obtenir l'unité: 
log 10 — 0,43429 In 10 & 0,43429 .-2,30259 = 1. 

Le fait que l'on choisit comme base dans le système de 
logarithmes décimaux le nombre 10 — base du système 
numérique décimal — facilite considérablement les calculs 
au moyen des logarithmes. Ainsi, sachant que log 2 — 
— 0,30103 et log 10 — {, nous obtenons immédiatement : 
log 20 — log 2 + log 10 = log 2 + 1 = 1,30103 
log 200 — log 2 + log 100 = log 2 + 2 = 2,30103 et ainsi 
de suite. 

Si, connaissant In 2 — 0,69315 et In 10 — 2,302585, nous 
voulions trouver In 20 et In 200, il faudrait faire les calculs 
suivants: 

In 20 = In 2 + In 10 — 0,69315 + 2,30259 = 2,99574 

In 200 = In 2 + In 100 — In 2 + 2 In 10 — 
= 0,69315 + 4,60517 = 5,29832. 

Aussi, quand on se sert des logarithmes pour faciliter 
les calculs, préfère-t-on les logarithmes décimaux. Ceci ne 
diminue aucunement l'importance des logarithmes naturels 


qui trouvent place dans la résolution des problèmes les plus 
divers des mathématiques et des sciences physiques. 
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Suites 
récurrentes 


La notion de suite récurrente est une large généralisation 

de celle de progression arithmétique ou géométrique. En 
tant que cas particuliers, elle englobe également les suites 
de carrés ou de cubes des nombres naturels, les suites de 
chiffres de la décomposition décimale d’un nombre rationnel 
(et, d'une façon générale, toute série périodique), les suites 
de coefficients du quotient de la division de deux polynômes 
disposés par puissances croissantes de rx, etc. On voit donc 
qu'on rencontre très souvent les suites récurrentes dans le 
cours de mathématiques de l’école secondaire. La théorie 
des suites récurrentes constitue un chapitre particulier de la 
discipline mathématique appelée calcul des différences finies. 
Nous allons exposer cette théorie sans exiger du lecteur des 
connaissances spéciales sur ce sujet (à un endroit seulement 
nous nous appuierons, sans démonstration, sur une proposi- 
tion générale établie dans la théorie des équations algébriques 
linéaires). 


2Ecrivons des suites sous la forme 


Ui, Uo, Ua, . +. 7 Un, . + (1) 


ou, en bref, {u,}. S'il existe un nombre naturel k et des 
nombres «@1, Go, . .., ax (réels ou imaginaires) tels que, 
à partir d’un certain numéro » et pour tous les autres numé- 
ros 


Untk = Œüntkn1 À Clntaee Fe: À AU 
(ù>m Zi), (2) 


la suite (1) est appelée suite récurrente d'ordre k et la relation 
(2), relation de récurrence d'ordre k. 

Ainsi, une suite récurrente est caractérisée par le fait 
que chacun de ses termes (à partir d’un d’entre eux) s'expri- 
me par un seul et même nombre k des termes qui le précèdent 
immédiatement selon la formule (2). La désignation de 
«récurrente» est donnée précisément pour la raison qu'ici, 
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pour calculer tout terme suivant, il faut retourner aux 
termes précédents. Voici quelques exemples de suites récur- 
rentes. 


@ EXEMPLE 1. Progression géométrique. Soit une progression 
géométrique : 


li = 0, Us = 40, Us = 00, 5:24 dy = 00 su, (3) 
pour elle, la relation (2) prend la forme: 
Un+1 = QUne (4) 
Ici À = 1 et a; = q. Donc une progression géométrique 
est une suite récurrente de premier ordre. 
@ EXEMPLE 2. Progression arithmétique. Dans le cas d'une 
progression arithmétique : 
Mi = dy Us = 0 Ed, Ua = 4 Ed, ;::; 
Un =a+nmn—1)d,.., 


Un+1 = Un + d, 


relation d'un aspect différent de la relation (2) }. Cepen- 
dant, si nous examinons les deux relations écrites pour 
deux valeurs voisines de n: 


Un+te = Ungs + d et Us = Un + d, 


nous avons, 


nous obtenons en les retranchant membre à membre: 


Un+o — Unti = Unti — Un 
ou 
Unte = 2Unti — Uns (2) 


1) Ce qui caractérise cette dernière, c'est que son deuxième membre 
ne comprend que les termes de la suite ayant des coefficients 
constants, 
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relation de la forme (2), Ici 4 = 2, a; = 2, as — —1. Par 
conséquent, une progression arithmétique est une suite 
récurrente de deuxième ordre. 


@ EXEMPLE 3. Examinons le vieux problème de Fibo- 
nacci ?) sur le nombre des lapins. On y demande de détermi- 
ner le nombre de couples de lapins adultes descendant d’un 
seul couple pendant une année, si l’on sait que chaque couple 
adulte de lapins donne naissance, chaque mois, à un nouveau 
couple et que les lapins nouveau-nés atteignent la maturité 
sexuelle au bout d'un mois. Ce qu'il y a d’intéressant dans 
ce problème ce n’est nullement le résultat, facile à calculer, 
mais la suite, dont les termes expriment le nombre total 
de couples de lapins adultes au moment initial, au bout 
d'un mois (u2), au bout de deux mois (u;) et, d’une 
façon générale, au bout de x mois (4,1). Il est évident que 
u, = 1. Au bout d'un mois, un couple de nouveau-nés 
s’ajoutera, mais le nombre des couples adultes sera le même: 
Us — 1. Au bout de deux mois, les lapereaux deviendront, 
adultes et le nombre total des couples adultes sera égal à 
deux: u3 — 2. Supposons que nous ayons déjà calculé le 
nombre des couples adultes au bout de x — 1 mois, u,, et 
au bout de #7 mois, u,+1. Etant donné qu'à ce moment u, 
couple; adultes, que l’on avait déjà, donnent encore u, 
couples de progéniture, au bout de nr + 1 mois, le nombre 
total de couples adultes sera: 


’ Un+2 = Un+: + Une (6) 
D'où : 
Uy = Ug + Uo = 8, Us = Uy + Ua = 5, Ug = Us +ui,=8, 
Uy = Ug + Us = 13, .... 


1) Fibonacci ou Leonhard de Pise, mathématicien italien du moyen 
âge (vers 1200). IL a laissé un «Liber abaci » renfermant de 
nombreuses données arithmétiques et algébriques, empruntées 
aux peuples d'Asie Centrale et aux Byzantins qu'il a développées 
ot élaborées avec un esprit créateur. 
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Nous obtenons ainsi la suite: 
Ui=1Â, Uo—Â, u3—92, ua—=3, | 
Us5—9, Ug—8, uU—13,..., 


(7) 


dans laquelle chaque terme suivant est égal à la somme des 
deux précédents. Cette suite s'appelle suite de Fibonacci 
et ses termes, nombres de Fibonacci. La relation (6) montre 
que la suite de Fibonacci est une suite récurrente de deuxiè- 
me ordre. 


@ EXEMPLE 4. Voyons, dans l'exemple suivant, la suite 
des carrés des nombres naturels: 


Ur = 2) =, ss Men, 10) 
Ici un4s = (n + 1)? = n°? + 2n + 1 et, par conséquent, 
Unti = Un + 2n + 1. (9) 

En augmentant x d'une unité, nous obtenons: 
Un+e = Unti + 2 + 3. (10) 


Et, par conséquent [en retranchant membre à membre (9) de 
(10)], | 


Un+2 — Uni = Uni — Un + 2, 


ou 
Un+2 = 2Un+s — Un + 2. (11) 
En augmentant x d'une unité dans l'égalité (11), nous 
aurons : 
Un+3 = JUnte — Un+1 + 2, (12) 


d'où {en retranchant membre à membre (11) de (12)]: 


Un+3 — Unt2 = 2Un+2 — Uni À Un, 
ou : 
Un+3 — SUn+2 — JUn+i À Un: (13) 
Nous avons obtenu une suite récurrente de troisième 
ordre. Par conséquent, la suite (8) est une suite récurrente 


122 


de troisième ordre. On se rendra compte, de façon analogue, 
que la suite des cubes des nombres naturels: 


15, 25, 35, ..., n°, ... (14) 


est une suite récurrente de quatrième ordre. Ses termes satis- 
font à la relation 


Un+s — Aun+3 — Éun+2 + AUnt — Un, (19) 
que nous proposons au lecteur de déduire lui-même. 


@ EXEMPLE 5. Toutes les séries périodiques sont des suites 
récurrentes. Examinons, par exemple, la suite des chiffres 
de la décomposition décimale du nombre 


TL 057132132132... 


mn 


1332 
Alors 
U==9, Ut, U3—=1Â1, Us—=3, 
i 2 | 3 4 | (16) 
UD, Uy=l, VW =d,.: 
Il est évident que 
Unts = Un (n > 3). (17) 
Pour présenter cette relation sous la forme (2), transcrivons) 
la de la manière suivante: 
Unts — O'unte + Ours + Lu. 


On voit que c'est une relation de récurrence du troisième 
ordre (4 = 3, a = 0, a> = 0, a3 = 1). Donc, la suite (16) 
est une suite récurrente de froisième ordre. 


@ EXEMPLE6. Examinons maintenant la suite des coeffi- 
cients du quotient de la division de deux polynômes disposés 
par puissances croissantes de x. Soit 


P (2) = 40 + Ait +... + Aux, 
Q (2) = Bo + Biz +...+ Byx (Bo 0). 


et 
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Divisons P (x) par Q (x); si P (x) ne se divise pas par 
Q (x) sans reste, on peut poursuivre la division indéfiniment. 
Le quotient comprendra l'un après l’autre les termes: 


Do + Dix + Dors + Da +... + Dir +... 
Examinons la suite: 
Ur = Di, Us = Di ss x =D: 5: (18) 


et démontrons qu’elle est récurrente d'ordre X (rappelons 
que k est la puissance du diviseur). À cette fin, fixons un 
nombre naturel quelconque n satisfaisant à la seule condition 
n >1l— k+1et arrêtons la division au terme du quotient 
contenant 2"**. On obtient alors dans le reste un certain 
polynôme R (x) comprenant x à des puissances supérieures 
à n + k. Ecrivons les relations entre le dividende, le divi- 
seur, le quotient et le reste et nous obtenons l'identité 
suivante : 


A+ s.. =} At! — 
= (Bo+ + Bra*) (Do + +. + Daant”"**) LR (x). 


Trouvons les coefficients de z"*" dans le premier et le 
deuxième membres de cette identité et rendons-les égaux 
les uns aux autres. Etant donné que n +k >! +1, le 
coefficient de 2"*"* dans le premier membre est égal à zéro. 
C'est pourquoi le coefficient de z"** dans le deuxième 
membre doit être aussi égal à zéro. Mais les termes contenant 
z"*h se trouvent ici seulement dans le produit (Bo +... 
ou + Bya*) (Do +... + Dysnt"**) [nous avons montré 
que le reste R (x) contient x à des puissances plus élevées]. 
C'est pourquoi le coefficient cherché est 


Dh+r Bo + Dasr-1Bi +... + DhBr ; (19) 
d'après ce qui précède, il doit être égal à zéro: 

DaynBo + Dhyr-1B: nu DaBh Fa 0, 
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d'où (rappelons que B, 0) 
B 
Din = — 7 Data — 7e Da (n>l—k+1. (20) 


C'est une relation de récurrence d'ordre k, d'où il découle 
que la suite (18) est une suite récurrente d'ordre k. 


De tous les exemples examinés, c'est l'exemple 6 qui 
présente le caractère le plus général. Nous allons montrer 
qu'une suite récurrente quelconque d'ordre k 


Ui: Us, 7) Un, 7) (21) 
satisfaisant à une relation telle que 
Unikh = Aiünsh1 + ee + Chün (n>m>1), (22) 


coïncide avec la suite des coefficients du quotient obtenu par 
division d'un certain polynôme P (x) par un polynôme 


Q(2)=1—aTt—...—an2". (23) 
Soit x un nombre naturel quelconque, satisfaisant à la 


condition x >> À + m — 2; multiplions le polynôme © (2) 
par &i + uot + ur +... + u,six". Nous obtenons: 


(l—ar— ax —... — ant") (ui Lux + 
He Hung Lune) = 
= [ui + (uo—aiu)r +... + 
7 (Uhim-1 — Gilhtm-2 — ... — AkUm-1) gra] + 
+ [(Unim — ilhym-s — + + + — nttm) gt + 
+ ee + (Ungs — Gin — 00 — Ghün-hes) 2°] — 
— [ainsi +. + anttnch4o) TEE. 
se. + OkanaT"t#]. (24) 


Ici, dans les premiers crochets se trouve un polynôme 
de degré non supérieur à ? — k + m — 2, dont les cocffi- 
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cients ne dépendent pas du nombre x que nous avons pris; 
nous le désignons par P (x): 


P (x) = u4 + (ua — aus) x +- 
+... + (tnsm-1 — Œiühim-2 — — aküm-1) ei (29) 


Dans les crochets suivants se trouve un polynôme dont 
tous les coefficients sont égaux à zéro, en raison de l'égali- 
té (22). Enfin, les derniers crochets renferment un polynôme 
dont les coefficients dépendent de 7; il ne contient pas de 
termes de degré inférieur à nr + 1. En le désignant par À, (x) 
transcrivons l'identité (24) sous la forme: 


P(2) = ({— ax — ax —...— ax") X 
X (ui + user +... + unit") + Ra (x). (26) 
On voit que ui + uox + ...<+uh+12" représente le 


quotient et Z?, (x), le reste de la division de P (x) par 
Q (x) = 1 — ax — ax? — ..,. — ax, 
c'est-à-dire que 
Uy, Uo, «+ Uns Untis 


est réellement la suite des coefficients du quotient obtenu 
par la division du polynôme (25) par (23). 

Examinons à titre d'exemple la suite de Fibonacci: 
Uy = 1, = 1 Us =0,; =; Us = 9, si: 
Etant donné que ses termes satisfont à la relation 

Unte = Unti +Un (nn >1), 


alors m = 1,k — 2,a; = 1,a; = 1etQ (x) = 1 — x — x°, 
Le polynôme LP (x) doit être d'un degré non supérieur 
à k + m — 2 = 1. D'après la formule (25), nous obtenons: 


Pa =1+(4—14)r=1. 
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Donc, les nombres de Fibonacci coïncident avec la suite 
des coefficients du quotient de la division de 1 par 1 — 
2 
_—— T a KA e 


/ Une des questions que l’on a à résoudre dans le cours 
de l'école secondaire en ce qui concerne les progressions 
arithmétiques, ainsi que la suite des carrés des nombres 
naturels, consiste dans la recherche de la somme de x termes 
de chacune de ces suites. 

Soit, d'une façon générale, 

Ui, Un, ee 7 Un: . eo (27) 
une suite récurrente d'ordre À dont les termes satisfont à la 
relation 

Ungh = Gjün+k-1 + Golnsn-o +... +anün  (n>m). (28) 
Examinons une nouvelle suite formée par la somme de 
S, nombres (27): 
S = Uy, So = Ui + Us, ... 


se lo sat bu ss (20) 


ct montrons que cette suite de sommes est également récur- 
rente et d'ordre k& + 1; de plus, ses termes satisfont à la 
relation 


Sn+h+1 = (1 +1) Sn+n + 
+ (do — 43) Sngn-1 + + +. + (Ar — Qn-1) Sn+1 — ARSn. (30) 
Pour le démontrer, remarquons que 
Ui=S! Uo = Sa —Ui—=S2— Si, ... 
Ÿ , } (31) 
sn = Sn —(Ui ua... Unes) = Sn —Sn-1s 


En posant so = 0 de façon que ui — 51 — s, et en met- 
{ant dans la relation (28) au lieu de us, Ua, +. ., Un, + .. 
leurs expressions par So; St, + + +» Sns * «+ + NOUS obtenons: 


Snth — Sn+k-1 — (1 (Sn+n-1 — Sn+h-2) + 
+ Q2 (Snth-2 — Sn+th-3) + . ++ + An (Sn — Sn-1), 
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d'où 
Sn+th (1 +- a) Sn+h-1 -+ 

+ (42 —@;) Snth-2 + +. (an — Qn 4) Sn — GnSn-1  (n>m), 
ou, en remplaçant x par n# + 1: 
Sn+h+1 = (1 + @1) Sn + (@2 — 5) Snan-1 + ee + 

+ (Ah — Qh-;) Sn+y — Ann (n>m—1). 

C'est une relation de récurrence d'ordre À + 1. 

Voici quelques exemples : 

a) Progression géométrique. Soient uw, — ag"-! et s, — 


= +u+...+u =a+aqg+...<+ag "1  Com- 
me les termes de {u,} satisfont à une relation de la forme 
Un+1 = QU, les termes de {s,} doivent satisfaire à la relation 


Sn+2 — (1 + 4) Sn+i — GSn. (32) 
b) Suite des carrés des nombres naturels. Soient u, = n° 
et 4 = 1+2?+...+ n°. Comme les termes de {u,} 
satisfont à la relation 
Un+3 — JUn+2 — lnti + Un 
(voir p. 124), les termes de {s,} satisfont à la relation de li 
forme : 
Snt4 — ASn+s — OSn+o + 4Snti — Sn. 
c) Nombres de Fibonacci. Etant donné qu'ils satisfont 
à la relation 
Un+2 = Unti + Uns 
les sommes de leurs s, doivent satisfaire à la relation 
Sn+3 — 2Sn+2 — Sn 


Dans le cas de suites récurrentes élémentaires, telles 
que des progressions arithmétiques et géométriques, des 
suites de carrés ou de cubes des nombres naturels, ainsi que 
d'une suite périodique, nous pouvons trouver n'importe 
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quel terme de la suite sans recourir au calcul des termes 
précédents. Dans le cas de la suite des nombres de Fibonacci 
ou de la suite générale des coefficients du quotient de la 
division de deux polynômes, à première vue, nous n'en 
avons pas la possibilité et pour calculer le treizième nombre 
de Fibonacci w13, nous devons trouver au préalable l'un 
après l’autre, tous les termes précédents (au moyen de la 
relation U,+zo = Un+y + Un): 


Us = À, Woo = 1, Us = 2, Uy = 9, Us = 95, U —= 6, 
Ur = 13, Us = 21, Uo = 34, uio = 55, ui — 89, 
Uio — 144, Ua — 233. 


Examinons maintenant en détail la structure des ter- 
mes de la suite récurrente et nous obtiendrons ainsi des 
formules permettant de calculer, pour le cas le plus général, 
n'importe quel terme de la suite récurrente sans être obligé 
de calculer les termes précédents. On pourra considérer ces 
formules comme des généralisations des formules pour le 
terme général des progressions arithmétique et géométrique. 

Soit 

Ungh = ŒUn+h-s + Qnsh-2 + + + GRUn (33) 


une relation de récurrence d'ordre #. Si elle est remplie pour 
toutes les valeurs naturelles z — 1, 2, 3, ..., on obtient, 
en posant nr = 1: 


Up+i = dur + oups +... + anus. 
Donc, connaissant ui, Uo, . . ., Ux On peut calculer 
? e 2 Li 
Us. En posant ensuite dans la relation (33) # = 2, on 
trouve : 
Uptio = Œüpgi + our +... + Apte. 
Par conséquent, nous connaissons aussi la valeur u,}o. 
D'une façon générale, si # est un nombre naturel quelconque 
et que nous ayons déjà calculé tous les termes de la suite 


Uy, Lo, + 0, Us Uh+tis oo 07 Um+k 19 


0—0968 129 


en posant dans la relation (33) » — m, nous trouvons avec 
son aide le terme suivant u,,4}. 

Donc, les termes d’une suite récurrente d'ordre k satis- 
faisant à la relation (33) sont déterminés d’une façon unique 
avec cette relation, si l’on connaît les k premiers termes de la 
suite : Uy, Uo, . . ., Un. En les choisissant de diverses façons 
(ce choix n'est pas aucunement borné), on peut obtenir une 
infinité de suites différentes satisfaisant à la relation (33). 
Les différences existant entre elles se manifesteront déjà 
dès les À premiers termes (tout au moins, dans un d’entre 
eux) et se découvriront aussi dans les termes suivants. 

Ainsi, par exemple, la relation de premier ordre 


Un+1 — Un 
est satisfaite par toutes les progressions géométriques possi- 


bles de raison g (elles se distinguent entre elles par les valeurs 
du premier terme wi); la relation de deuxième ordre 


Un+2 = Anti — Un 


(ou Unto — Un+i = Un+ts — U,) est satisfaite par toutes les 
progressions arithmétiques possibles, se distinguant les 
unes des autres au moins par un des termes u, = «a et u2 — 
— a + det, par conséquent, différant soit par la valeur du 
premier terme (a), soit par la valeur de la différence (d), 
soit par l'une et l'autre à la fois. 

Examinons encore une relation de deuxième ordre 


Un+e = Unti + Une 
Elle est satisfaite, en plus de la suite de Fibonacci: 
1: 1,2, 2:56, 09; 21, 94: 


caractérisée par le fait qu'ici uy — uw — 1, par une infinité 
d’autres suites obtenues par choix différent des valeurs 
de u, et w+. Ainsi, par exemple, pour uw, = —3 et uo = 1, 
nous obtenons la suite: 


—3, 1, —2, —1, —3, —4, —7, —11, —18, —29,.,, 
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Supposons que nous ayons un nombre quelconque de 
suites satisfaisant à la même relation (33): 


Li; Toy ce] Enr 


Yi U2; sy Un Nes 


(34) 
34) 39; ..) 2n; ..., 
Les relations suivantes sont alors remplics: 
LTnth = Ailn4h-1 + Aolnth-2 +. + GREn, 
Untk = Giÿn4h1 À CoYn4h-2 + + +. + AhYn:s (35) 


Zn+h — Ai2n+h-1 LE AoZn+h-2 + .. + AhZn. 


Prenons des nombres À, B, ..., C quelconques d’après 
le nombre des suites (34), multiplions tous les termes de la 
première des relations (35) par À, tous les termes de la 
seconde par B, . .., tous les termes de la dernière par C et 
additionnons. Nous obtenons alors l'égalité: 


ATn+h + Byn+r +... + Cnyh = 
= A (Ann + Bynsn-1 + + + Crnsr-1) + 
+ do (Arnyn-2 + Bynth-o + +. + Czngn-o) + 
+... + an (Aïn + Byn 4... +Czn). (36) 
Il en découle que la suite 
th = Ati + By +... + Ca, 


Verte rare (37) 


obtenue à partir des suites (34) par multiplication de tous 
les termes de la première par À, de tous les termes de la 
deuxième par B, ..., de tous les termes de la dernière 
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Par € et ensuite par l'addition des suites terme à terme (les 
premiers termes avec les premiers, les deuxièmes avec les 
deuxièmes, etc.), satisfait à la relation (33) donnée. En 
choisissant arbitrairement les nombres À, B, ..., C nous 
pouvons, en changeant ces nombres, obtenir d'une façon 
générale différentes valeurs des termes #1, t2, ta, . .. 
Soit maintenant 
lis lo, à 2 Us es (38) 


une suite quelconque satisfaisant à la relation (33); on 
demande s'il n’est pas possible d'attribuer aux nombres À, 
B, ..., C des valeurs telles que les À premiers termes de la 
suite (37) coïncident avec les 4 premiers termes de la suite 
(38)? Si cela est possible, d'après ce qui précède, tous les 
termes des suites (37) et (38) coïncideront aussi, c'est-à- 
dire que nous aurons pour tout x naturel: 


Un = A%n + Byn + .… + Czn. (39) 


Ainsi, la possibilité (pour l'instant encore hypothétique) 
s'offre à nous de représenter n'importe quelle suite de l'infini- 
té des suites satisfaisant à la même relation de récurrence 
d'ordre k par certaines d'entre elles (34), d'après la formu- 
le (39). La réalisation de cette possibilité dépendra du fait 
s’il est possible ou non de choisir les nombres À, B, ..., C 
de façon à satisfaire les relations: 


Ati + Byi+...+Cz=ui, 
As + Bya+...+Cz2-= 0, (40) 


Atn + Byn +... + Czn = un, 


dont les seconds membres w1, Us, . . ., ux ont des valeurs 
arbitraires. 

Puisque les nombres 4, B, ..., C sont inconnus et le 
nombre des relations est égal à l’ordre X de la relation de 
récurrence, il en découle qu'il est rationnel de prendre le 
nombre des inconnues À, B, ..., C [il coïncide avec le 
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nombre des suites (34)] également égal à k. Nous savons que 

l'existence de solutions d’un À de Æ équations algébri- 

ques (40) avec k inconnues À, B, Me pie des coeffi- 

cients de ce système : Ti Yes 2e ne is ae NS-TR, 

c'est-à-dire des premiers termes des suites “Ga Il y aura 

sûrement une solution pour des seconds membres ui, us, ... 
., Ua quelconques, si nous posons, par exemple : 


Sel: Dre0s sie 0 
%2 = 0, Ya= À, ...,22 =0; (41) 
zh = 0, yr = 0, UN 


En effet, dans ce cas, le système (40) prend une forme 
élémentaire qui met immédiatement en évidence la solution 
du système 


A = Ui;, 
B = 4, 


Certes, un autre choix est également possible de nombres 
Lt) . AT . + Lk; . Zk) 

pour lequel le système (40) a une solution, quels que soient 

les deuxièmes membres des relations. Posons, par exemple, 


=, Mel, ae l: 
(42) 


zx = 0, y = 0, sc. 2h = 1. 
Le système prend alors la forme: 
A+B+...+C—=u,, 
B+...+C—=1t, 
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d'où nous obtenons successivement 
Cu, ..., B—=u2— us, À = ui — Uo. 
Pour le cas général, formulons le théorème suivant: 
Pour qu'un système de k équations algébriques linéaires (40) 
à k inconnues ait une solution À, B, ..., C et une seule 
pour des valeurs quelconques des deuxièmes membres ui, ua, . .. 
..., Uy, tl faut et il suffit que le système homogène qui lui 


correspond : 
At + By + . + Cz=0, 


Axz-t+ Bys +... +Cz=0, (40") 


Aïn + Byn-+ .….. + Czn = 0 
n'ait qu'une seule solution nulle ?: 
A=DS=;:s:=0=0, 


Le lecteur vérifiera aisément que la condition de ce 
théorème est remplie dans le cas particulier (41) et (42). 


1) La proposition indiquée est commode parce qu'elle n'exige pas, 
pour son emploi, la connaissance de la théorie des déterminants. 
Pour le lecteur qui connaît cette théorie, rappelons que, pour 

ue le système (40) ait une solution quelles que soient les valeurs 
es deuxièmes membres, il faut et il suffit que le déterminant 
du système 


Tiÿ/1 ... 21 


Too .….. Z9 
À: 


ThYR +. 2h 


soit différent de zéro. Cette même condition est nécessaire ct 
suffisante pour que la solution du système (40) soit unique pour 
tous deuxièmes membres fixés (par exemple égaux à zéro). Aïnsi, 
pour un système de k équations Tinéaires à k inconnues, les condi- 
tions d'existence d’une solution pour n'importe quels deuxièmes 
membres coïncident avec les conditions pour qu'il n’y ait qu’une 
seule solution pour des deuxièmes membres nuls. C'est précisément 
ce fait qui est emprimé dans la proposition énoncée dans le 
texte. 
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Dans la suite, nous rencontrerons des cas, dans lesquels la 
proposition énoncée sera utile. Pour l'instant, nous nous 
appuierons simplement sur ce fait (établi indépendamment 
de ce dernier théorème) qu'il existe toujours des nombres 
ri us Zts ee Th +. ZR premiers termes des sui- 
tes (34) tels que le système des relations (40) a des solutions, 
quels que soient wi, U, . . ., Un. 

Si les nombres de ce genre sont choisis comme premiers 
termes des suites (34), d'après ce qui précède, toute suite 
satisfaisant à la relation de récurrence (33) s'exprime d'après 
la formule (39), où les nombres À, B, ..., C sont détermi- 
nés par les relations (40). Le système de k suites (34) par 
lesquelles les termes de toute suite satisfaisant à la relation 
(33) s'expriment par les formules (39) (c'est-à-dire par multi- 
plication par certains nombres À, B, ..., C et addition) 
s'appelle base de la relation de récurrence. 

11 découle de ce qui vient d'être énoncé que chaque rela- 
tion a une base que l'on peut choisir différemment. Par 
exemple, les systèmes ayant pour premiers termes 


10:22, 0 PA PRESSE 
0,1,...,0 6 | 
CC où CR 
Os: 0:0;::2,1 
Le, 
(&) () 


forment la base d'une relation de récurrence arbitraire 
d'ordre k. 

Résumons ce qui a été dit au $ 5. 

Pour toute relation de récurrence d'ordre k il existe une 
infinité de suites différentes qui la satisfont. Chacune d'elles 
peut être constituée par k suites satisfaisant cette relation et 
formant sa base, par multiplication de chacune des k suites 
respectivement par certains nombres À, B, ..., C et leur 
addition membre à membre. 
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Ainsi, pour résoudre complètement une relation de récurren- 
ce d'ordre k, il suffit de trouver seulement un nombre fini k de 
suites qui la satisfont et forment la base de cette relation. 

Expliquons ce qui vient d'être dit par des exemples. 


© EXEMPLE 1. Soit une relation de récurrence de second 
ordre 


Un+to = 2Un+y — Un. 
Sa base doit être constituée de deux suites: 
Lis Los Lay eo © 7 ns + “3 
Us Yos Was e © 5 Yns + + 0 
Nous les choisissons en posant 
ti = 1, to = 1 et y, — 0, y2 = 1. 


Etant donné que la relation de récurrence transcrite sous 
la forme 
Un+e — Uni = Uni — Un 


montre que la différence des termes voisins de la suite est 
constante, c'est-à-dire que la suite satisfaisant à cette rela- 
tion est nécessairement une progression arithmétique, dans 
le cas de la suite {x,} avec, pour premiers termes x; = 1 
et x, = À, nous avons une progression arithmétique avec 
zéro pour différence, c'est-à-dire : 
L, L L: e e .9 1, (} e e (zh — 1), 
et dans le cas de la suite {y,} avec pour premiers termes 
Yy1 = 0 et y — 1, une progression arithmétique avec une 
différence égale à l'unité, c’est-à-dire : 
0, 1, 2: . . .) n — 1, . + (Un — n — À). 
D'après la formule (39), le terme de toute suite récurrente 


satisfaisant à cette relation peut être représenté sous la 


forme : 
Un = Ath + By, = À + Bin — 1), 
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où À et B doivent être déterminés par les relations: 
u, = À + B(1— 1), 
us = A + B(2— 1), 
c'est-à-dire 
U, = À, 


Uo — | + D. 
D'où 
A =, B=u2x — u, 


et, par conséquent, 
Un = WU + (n — 1) (uz — ui). 


C'est la formule générale pour tout terme de n'importe 
quelle suite satisfaisant à la relation 


Un+t2 = ÀUnti — Un: 
En posant ui — @, u2 — u1 = d, nous la représentons sous 


la forme 
u, = a —+{(n — 1) d, 


C'est la formule connue pour tout terme général d’une pro- 
gression arithmétique. 


@ EXEMPLE 2. Examinons une autre relation de récurrence 
de second ordre: 

Un+o = Unti À Un: 
En posant x; = À et x; — 1, nous obtenons la suite de Fibo- 
nacci que nous connaissons déjà : 


1: 1525990435: 


En qualité de deuxième suite entrant dans la composition 
de la base, prenons la suite {y,} pour laquelle y, = 0 et 
Ye = 1. Nous aurons: 


Ys = Ya + Yi = À, Ya = Y3 + Y2 = 2, 
Us = Yi + Ya = .... 
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Ici y: — Ts Us = Loi Ya = Lai Ys = Tu. et d'une 
manière générale y, = x, (n — 2, 3, ...). En effet, 
si nous avons déjà établi ces égalités pour toutes les valeurs 
n < m + 1 de façon que, en particulier, Ym+1 = Tms Ym = 
= Tm-1s POUT Ym+2 NOUS aurons: 

Ym+e = Ymti À Ym = Tm + Emi = Em+i 


c'est-à-dire les égalités supposées sont justes également 
pour n — m + 2. 
Donc, 
tx = 2;9,.;:0) 


C'est pourquoi, pour toute suite satisfaisant à la relation 
Une = Unti À Un: 
nous trouvons, d’après ce qui précède [formule (39)]: 
Un = Atn + Byn, 
où À et B sont déterminés par les relations: : 
Uy = At + By; = À, 


Up = A2 + By: = À + B, 
d'où 
A =u, B—=us—u: 
et 
Un = Uitn + (Ua — Us) Yn. 


Pour nr > 2, y, peut être remplacé par x, 1, d'où 


Un = Uln + (Us — U) Tn1 (n > 2), 
ou 


Un = Ui (ln — Tnt) + Uoln 1. 
Pour x > 3, 


Tn = Tan À Tn-2 OÙ Tn — En = En -9 
et, par conséquent, 
Un = Uitn-2 + Uxtn1 (n > 3). 
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Ainsi, les termes d’une suite quelconque {u, } satisfaisant 
à la relation 


Un+2 = Un+i À Uni 


s'expriment par des nombres de Fibonacci d'après la formule 
que nous avons trouvée. En particulier, si u, = —3,u, = 1 
(voir p. 132), 

Un = —Dtn-2 + Tn1 (n > 3). 


Nous allons montrer maintenant que dans certaines 
conditions très générales on peut trouver la base de la 
relation de récurrence (33) 


Untk = Œünth1 + Colntn-2 Fee + Gnln, 


constituée de Æ progressions géométriques de raisons diver- 
ses. Dans ce but, élucidons dans quelles conditions une 
certaine progression géométrique 


m=i,t=g..,; La =09 4... (a 0), 


+ 


satisfait à la relation (33). Remarquons que 


n+h1 nrRea A1 


«, Tn = 
et posons ces valeurs dans la relation (33) (au lieu de wh+2, 
Un+thk_is + + + Un), nous obtenons: 


R- R- R- _- 
q"*+ 1 — aq" 2 + a2q"*+ 3 + REA +- Anq" 1 


q* = aig*"1 + aq"? + … + ke (43) 


Ainsi, une progression géométrique ne peut satisfaire à la 
relation de récurrence (33) d'ordre k que si la raison q de cette 
progression satisfait à l'équation algébrique (43) de degré k 
avec les mêmes coefficients que dans la relation (33). 

L'équation (43) est l'échelle de récurrence de la relation 
(33). Si g — «a est une racine quelconque de l'échelle de 
récurrence (réelle ou imaginaire), en posant 


=: n=1;, 2, ;:;1), (44) 
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Ln+th — Tn+h-1 — 4 


d'où 


nous obtenons une progression géométrique avec pour pre- 
mier terme x; — 1 et pour raison & qui satisfait à la relation 
(33). En effet, par convention, & est une racine de l équation 
(43), c'est-à-dire 


aa" 1tan it... Lan. 


En multipliant les deux membres par &"-1, où # est un nom- 
bre naturel quelconque, nous obtenons: 


QMtR EL — Qianth3 ot Eau" "i, 


c'est-à-dire que la suite (44) satisfait à la relation (33). 

Donc, à chaque racine g — « de l'échelle de récurrence 
(43) correspond une progression géométrique (44) de raison « 
qui satisfait à la relation de récurrence (33). 

Pour constituer une base uniquement à partir de pro- 
gressions géométriques de raisons diverses, il faut en avoir 
une quantité suffisante égale à k et pour ce, il faut avoirk 
racines différentes de l'échelle de récurrence. 

Supposons que toutes les racines de l'échelle de récurrence 
diffèrent les unes des autres 


ŒM=%X, J2 = 8, ..., An = Ÿ. 
Nous obtenons alors * progressions géométriques satisfai- 
sant à la relation (33): 
did dd Lui 


2 n— 
1, B, B?,...,p ri (45) 
UE PR S E e 


Nous allons montrer que le système de suites (45) constitue 
la base de la relation (33), c'est-à-dire que pour toute suite 
{u,} satisfaisant à la relation (33), on peut choisir des 
nombres À, B, ..., C tels que nous aurons pour tout n: 


Un = AG-1HE BRL ,,, + CY'1, (46) 
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Pour le démontrer, il suffit de vérifier que le système 
d'équations obtenues à partir de (45) pour # = {, 2, . 


At+B+...+1C—u, 
Aa + BB+...+Cy—u, 


Act E BR IL... LC ur 
a une solution par rapport aux inconnues À, B, ..., C 
pour toutes valeurs des seconds membres de ces équations, 
et pour cela il suffit à son tour (voir p. 136) que le système 
homogène correspondant : 


A+B+...+C—0, 
Au + BB+...+Cy=0, 


Aa*-1+ pp 14,..+Cy"1-0 
n'admette qu'une seule solution nulle. Or, il en est vraiment 
ainsi. 

En effet, supposons qu'il existe une solution (48) non 
égale à zéro, c'est-à-dire qu'il existe des nombres À, B, ... 
..…, C, satisfaisant au système (48), dont un au moins, 
À par exemple, diffère de zéro. Pour écarter cette contra- 
diction, construisons d'abord le polynôme M (x) de degré 
k — À qui devient nul pour z = $,..., x — y et égal 
à l'unité pour x — «a. Comme ce polynôme est de degré k — 1 
et qu'il devient égal à zéro pour 4 — 1 différentes valeurs 
(BP, . .., y) de x, il doit avoir la forme: 


M@=n(—-$)...(&—", 
où est un nombre quelconque. En posant z = «a, nous 
devons obtenir A7 (&«) = 1, d'où 


1 =p(a —$B)...(x« — 7) 


| 
Ep)... (av 


(47) 


(18) 


et 
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Donc, | | 
| __ (z—f)... (rx), 
M (x) — (æ—p)...(4—Y) ! 


il est évident qu'il satisfait réellement aux conditions posées. 
Ouvrons les parenthèses et réduisons les termes semblables, 
nous le représentons sous la forme 


M (x) = mo + mur +... + mage 


Si, maintenant, nous multiplions la relation (48) par mo, 
Mi, - .., M1 et si nous additionnons membre à membre, 
nous obtenons : 


A (mo + mu +... + matt) H 
+ B (mo + mi +... + my pt) +... + 
+ Cmo + may +... + may") = 0, 


AM (a) + BM (B) +...+CM (y) = 0. 


Mais M (a) = 1, M (B) = 0, ..., A (y) = 0 et, par consé- 
quent 


ou 


À = 0, 


ce qui contredit la supposition faite. 

Donc, le système (48) a une seule solution nulle et, par 
conséquent, le système (47) a une solution (et une seule) 
pour tout wy, Uo, . . ., Un; Or, ceci signifie à son tour que 
le système (45) constitue la base de la relation (33). 

Ainsi, nous avons trouvé que, pour toute relation de 
récurrence 

Untk = Güngh1 À se. + Ghln, 


pour laquelle l'échelle de récurrence 
g = ag" t+ag" +... +an 
a différentes racines: qg = «, qg = B, ..., q = Y, il existe 


une base formée par À progressions géométriques de raisons: 
a, B, ..., y. Autrement dit, pour les termes de toute suite 
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{u,}, satisfaisant à la relation (33), il existe k nombres: 
A, B,..., C (on les trouve à partir des relations (47)] 
tels que 


Un = AQ"T14+ BRI LH... HCYTT (n—1,2,3,...). 


Résumons ce qui a été dit au $ C. 

À une relation de récurrence d'ordre k correspond une 
équation algébrique de degré k ayant les mêmes coefficients, 
c'est son échelle de récurrence. Chacune des racines de l'échelle 
de récurrence est la raison de la progression géométrique 
satisfaisant à la relation de récurrence donnée. Dans le cas où 
toutes les racines de l'échelle de récurrence diffèrent les unes des 
autres, on obtient k progressions géométriques différentes 
formant la base de la relation de récurrence. Par conséquent, 
dans ce cas, les termes de n'importe quelle suite satisfaisant à la 
relation de récurrence peuvent être obtenus en additionnant 
membre à membre certaines progressions géométriques (au 
nombre de k). 


Essayons d'appliquer les résultats obtenus. Commençons 
par la suite de Fibonacci. Ici, la relation de récurrence est 


Un+2 = Unt1 + Un 


et, par conséquent, l'échelle de récurrence (43) prend la 
forme : 
g=q+1. 


En la résolvant, nous obtenons deux racines réelles diffé- 
rentes: 


l L.,=— 4 LL. 


C'est pourquoi le terme général de la suite de Fibonacci peut 
s'écrire comme suit: 


Un = Aa""1+ Bf"-1, 
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Pour trouver les coefficients À et B inconnus, posons n = 1 
et n — 2; nous obtenons: 


u—=1-A4+B, 
re 


La résolution de ce dernier système donne: 
_ V5+1 B- V5-1 
25 25 : 
et, par conséquent, 
. V5+1 ( 1+ HT 5-1 ( 1—V5 V 
nn 25. 2 25. 2 


ou 
. ; n Fe n 
mn) - (6). en 
V5 2 2 
C'est l'expression générale des nombres de Fibonacci. A pre- 
mière vue, la formule trouvée semble encombrante et peu 
commode pour les calculs. Pourtant, avec son aide, on peut 
trouver de nombreux résultats curieux. Montrons, par 
exemple, que la somme des carrés de deux nombres de Fibo- 
nacci voisins est également un nombre quelconque de Fibo- 
nacci. 
En effet, 


a + rer (—1)] 
2n+2 F ,\ 2n 
LES 4 ace, 


Uñ+1 = 
par conséquent, 
u?41 + ui = | : 
5 n € __ 7/6 n 7,5 
“à {( Es | DA AN AE 2 1) = 
F .Qn FE |, 2n+1 
= (TN 
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Donc, 


Un+1 + u — Uon+ie (50) 
Par exemple, 


Us =Uu; + ui = 13? + 8? — 233. 


Ce qui, entre autres, est la réponse au problème de Fibonacci. 
Nous proposons au lecteur de démontrer, pour les nombres 
de Fibonacci, une relation plus générale que (50), soit: 


UnüUm + Un+iUmæ+t == Ungmyie (51) 


En qualité d'autre application de la formule (49) dé- 
montrons le théorème suivant : 

Soit a et b deux nombres naturels tels que a << b; le nombre 
d'opérations de divisions successives dans l'algorithme d'Euclide 
alors nécessaire pour trouver le plus grand commun diviseur 
(p.g.c.d.) de a et b ne dépasse pas le nombre multiplié par 
5 de chiffres du nombre a écrit dans le système décimal. 

En appliquant à la recherche du p.g.c.d. des nombres 
b et a l'algorithme d’Euclide, nous trouvons une chaîne 
d'égalités: 

1) b—ax +y, À 
2) a=yx +y", | 
3) y =y'a"+y", | (52) 


k) yth—2) = yh- D) L y), 
k + 1) y 1) == yat), 


Ici, les restes successifs satisfont aux inégalités 


a>y>y>y >... y > yN>A. 


Dans la dernière des égalités (52), le reste est égal à zéro. 
Par conséquent, le reste précédent y(*) est le p.g.c.d. des 
nombres b et a. C'est pourquoi k désigne le nombre des opé- 
rations nécessaires pour trouver le p.g.c.d. Comme nous 
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l'avons déjà dit, notre tâche consiste à évaluer le nombre k. 
A cette fin, nous comparerons les nombres y(#), yä-b, ,., 

.…, Y', & aux nombres de Fibonacci wi, Wo, Ua, . . . Remar- 
quons que y) => 1 — u>, mais le reste précédent y”! est 
supérieur à y® et, par conséquent, y) => 2 — us. C'est 
pourquoi nous concluons de l'égalité k que 


yh-9 = y Hg) L y > yh— 1,1 + y > Ug + Uo = Us. 

Donc, 
y >, yR-N > us, gR-D > us. 

Admettons que nous ayons déjà démontré la justesse des 

inégalités 
yO >, 7 YU > Uh-m42, 
y > ur ms  (M—1>2). 
Alors nous concluons de l'égalité ytm-7 = ytm-1 glm) + 
+ y: 
gr > y D, LE y) Du ms + Un-m+e = Uh-m4ae 
Donc, en poursuivant notre raisonnement, nous parvenons 
aux inégalités 
V" ZUn Y  ZUnyi 

et, ensuite, de la relation 2) rous déduisons que 

a=yr" +y >y A+ y" > urrs + ur = unpo 
Mais, d'après la formule (49), w,4+2 prend la forme suivante 

__ [( 1+V5 ne 11/5 4872 
PTE AE 7) a) 

C'est pourquoi 
1 14/5 \*+2 1— V5 \#+2 

(HA) - > 


SE 


EN" 0 
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Fih+2 


(étant donné que = { et, par conséquent a L E 


De (53) nous obtenons que 
ER) <a V5 +1 < V5 @+1< 
<() @+1 
(V5 < = + vs tire See , étant donné que V5<3). 
C'est pourquoi : 
(HS) <a+1 (54) 
Remarquons maintenant que 
anse (6) - (54) )< 


< [2 47, 


—— : 
És2 > 5V5—1—10. 
Par conséquent, 


10° < (LE) < (a+ 1ÿ. (55) 


d'où 


Si un nombre a s'écrit dans le système décimal au moyen 
de nr chiffres, il est évident que 


107-1< a <10", 
a +1 < 10 


et, par conséquent, en raison de l'inégalité (55), 
10h (a + 195 L 106n, 


d'où 
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ou 
k << 5n. (56) 


C'est le résultat cherché : le nombre À de divisions 
successives dans l'algorithme d'Euclide est plus petit que 
le nombre multiplié par 5 de chiffres du plus petit des 
nombres b et a, écrit dans le système décimal. La démonstra- 
tion ci-dessus montre que le cas le moins favorable pour 
appliquer l'algorithme d'Euclide (en raison du nombre 
considérable d'opérations, voisin de la limite établie dans 
le théorème) se présentera quand a et b seront des nombres 
de Fibonacci voisins. Pour le confirmer, prenons par exem- 
ple, b — u20 = 6765 et a = u39 — 4181. Ici a est un nombre 
à 4 chiffres et, par conséquent, d'après le théorème démontré, 
le nombre d'opérations dans l'algorithme d'Euclide doit 
être inférieur à 5:4 — 20. En réalité, nous obtenons ici 
k = 17 opérations. En effet, 


1) 6765 — 4181 1 + 2584, 10) 89 = 55.1 + 34, 
2) 4181 — 2584 4 + 1597, 11) 55 = 34.1 +21, 
3) 2584 — 1597 .1 987, 12) 34 = 21 4 +13, 
4) 1597 — 987 1 + 610, 13) 21 = 13.4 +8, 
5) 987 = 610 1 + 377, 14) 13 = 84145, 
6) 610 — 377 1 + 233, 15) 8 —541+3, 
7) 377 = 233 4 + 144, 16) 5 — 3.1+2, 
8) 233 — 144.1 + 89, 17) 3—=24+1, 
9) 144 — 89 4 + 55, 18) 2 —1.2+0. 


On obtient ici comme restes des nombres de Fibonacci 
se succédant en ordre décroissant. Tous les quotients (excepté 
le dernier) sont égaux à l'unité, ce qui explique le grand 
nombre des opérations. Le p.g.c.d. s’est avéré égal à l'unité 
(égalité 17), ce qu'on pouvait prévoir d'emblée pour des 
nombres de Fibonacci voisins. Effectivement, du fait que 
Unto = Un+i = Un, il découle que le p.g.c.d. des nombres 
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Un+2 Ct Un+1 Coïncide avec le p.g.c.d. de u,+1 et u,. C'est 
pourquoi, chaque paire de nombres de Fibonacci voisins 
a un seul et même p.g.c.d. Pour le trouver, il suffit de 
considérer la paire u, = u = 1, d'où il s'ensuit qu'il est 
égal à l'unité. 


8 Considérons maintenant comme exemple la série périodi- 
que (16): 


U, —= D Uo — 7, Ua — 1, Uy —= s? Ur — 2, Ug — À, 
Ur = D, 0 
Ici, la relation de récurrence prend la forme: 


Unts — Un (n > 3) 


ct, par conséquent, l'échelle de récurrence est: 


qÿ = À. 
Cette relation a les racines suivantes: 
” 21, vs _ 1. , V8 
am, B=—-s+it et v= si. 


C'est pourquoi, il convient de chercher le terme général 
de la suite [voir formule (46)] sous la forme: 


Un = AQ"TI HE BBA + Cyr = 
= A+B(-—5+: PY Hd +. 


Nous pouvons exiger que cette formule soit remplie 
pour toutes les valeurs x» pour lesquelles est également 
remplie la relation de récurrence : x = 3, 4, 5, ... 

Remarquons que 


149 


1, , V3 ñ ess IT 
7 if — (cos ++isin À); 


c'est pourquoi, d’après la formule de Moivre: 


A+ BH) 40 (ET 
—A+(—1)"1B [cos + (r—1)— sin (n—1) | + 
+(— 1720 [cos (n—1)+isin À (n—1)]= 
= A+(B+C)(—1)" cos + (n—1)+ 

+i(—B+C)(— 1) 4 sin (nr —1). 


Posons B + C = Aieti(—B + C) — A2: cette formule 
prend alors la forme suivante: 


Un = À + A,(—1)""1 COS —- (ne — 1) + 
+ 42(— 1) sin (nr — 1) 
(n > 3), 


et il ne reste plus qu'à déterminer les coefficients inconnus 
À, Aiet 4. En posant n — 3,n—4et nr = 5, nous obtenons 
trois équations à trois inconnues: 


us=1= A+ Aucos 2% + 4,sin 2% = 41 4,4 Vÿ 4, 
u=3=A— A cos — A, sin 2 A+A, 


uy—=2— A+ À, cos + 4sin #5 = 414, VE 4, 
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D'où nous trouvons: 


A=2, Aj=1 et he 
Donc, 
un = 2+(— 1)" [cos (n—1) +— | sin(r— {) + |- 
s) V3 3 
2 


—2+(—1)" V3 sin (n—2) + (n > 3). 


Nous voyons que le terme général de la suite s'exprime, 
dans cet exemple, par des fonctions trigonométriques, ce 
qui concorde bien avec la périodicité de la série. 

Examinons, enfin, un exemple se rapportant directement 
à la division des polynômes. 

Soit deux polynômes P (x) = 3 + 2° — 2° et Q (x) — 
= 2 — x — 2x? + x; il s'agit de définir la structure des 
coefficients du quotient, obtenus par la division de P (x) 
par Q (x). La suite des coefficients du quotient 


li = D 5; Uo = D}, . +, Uh =D: +; . +) 


comme nous l'avons vu au $ 2, est une suite récurrente dont 
les termes satisfont à la relation (20): 


B B 
Dan = —p# Dathi—e —7@" Da (n>l—k+1). 
Ici À est le degré de Q(x); Bo, Bi, ..., Bh, les cocfficients 
de © (x) et !, le degré de P (x). 


Par conséquent, k — 3, By = 2, B, = —1, B, = —2, 
BP; — 1, l — 0 


Dnia=+ Dnia+ 5 Dan Dn (n>5—3+1—3), 
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c'est-à-dire 
1 1 
Dhts= 5 Danse + Dan — 7 Da (n>3). 
L'échelle de récurrence prend la forme: 
1 1 
g=s +1; 
ou 
1 | 
gg (gt —1)= (9-5) (g—1)(9+1)=0. 
C'est pourquoi ses racines sont 
1 
= D ; p = Â , Ÿ = Oo — { , 
et nous obtenons pour D, la formule: 


Da= A: (5)"+B1"+C(—1)"  (n>3). 


Posons nr = 3, n — 4, n—=5; nous obtenons les relations: 


D;=7A+B—C, 
Di=A+B+C, 


Ici sont inconnus non seulement les coefficients À, B et C, 
mais aussi les nombres D;,, D;,, D:. Pour les définir effec- 
tuons réellement la division de P (x) par Q (x) de façon 
à obtenir dans le quotient les termes jusqu'à la cinquième 
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puissance inclusivement. Nous obtenons: 


3+ 2x2 — 25 ste 
Ta £r-ar+ À 5+< 142$ À Rat 
Latart— Er 25 
F3 UE 
Éd D +77 
RE 
42 —7—z 
4m 2 Las 4642 À 76 
3 3 
— 23 13 75 
2-5 2° +4r Sr ae 
2 D 291 À 20 2 À 25 s+1< 
3 
Pt rot 
TE zo— 1 » 
mue 19 
LB vi— en T 
® 4 ? — 235% Rat + DR 
11 ÿ— 
61 4709 77 
1352 + 4x 23 + 
D'où 
Do= 5 Di=T, D=2, D=1%, Di=25, D= à 
0 2 | pA Ù 3 16? ê D: 6 64 ° 


Par an le système d'équations obtenu plus haut 
prend la forme: 


+A+B— —C=1£, 
mA+B+C- 2e 
1 Di 

SA+B-C-E 
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d'où nous trouvons 


Donc 
1 1, 3,5 è 
Dn=4s ts t+s(-!1) (n > 3). 


Notre problème est résolu. Avec la formule trouvée, nous 
obtenons: 


D = Di=, De=2re 
9 Dans tous les exemples étudiés plus haut, l'échelle 

de récurrence n'avait que des racines simples. Examinons 
toutefois l'exemple de la suite des sommes de carrés de 
nombres naturels cité à la page 130. Pour cette suite, la rela- 
tion de récurrence prend la forme : 


Sn+s — ASn+ 3 — 6Sh+ 2 + ASn+1 — Sn: 
et, par conséquent, l'échelle de récurrence est 


g® = 4° — 69° + 4g — 1, 
gi — 4g° + 69° — 49 + 1 = (g — 1) = 0. 


Elle possède une seule racine d'ordre de multiplicité 4, 
q = 1; c’est pourquoi nous obtenons ici une seule progression 
géométrique de raison 1, dont les termes satisfont à la 
relation . de récurrence donnée. 

Dans de tels cas, il faut chercher d’autres suites récurren- 
tes fondamentales pouvant constituer, avec la progression 
géométrique indiquée, la base de la relation donnée. Dans 
notre exemple, 


ou 


0 429 en disc 
0,1,4,9,...,(n—1),.,..; 
0, 1,8, 27,..., (n— 1}, ... 
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seront de telles suites (comme le lecteur peut aisément le 
vérifier lui-même). Sans examiner le cas le plus général, 
qui exige de laborieux calculs, nous nous arrêterons à 
l'exemple typique suivant. 
Supposons que nous ayons la relation de récurrence : 
Unsk = CR" AlUn+h- CR a? Un+h-2 +. + (— 1) 1Cra* Un, 
(57) 
où Ci: Ce ..., Cà sont des coefficients binomiaux 
d'ordre k. L’échelle de récurrence correspondante 


= Ci agi Ch ag +... + (—1) CE 
peut être représentée sous la forme 
(g— a) =0 


Elle a unc racine g = «a d'ordre de multiplicité k; il est 
évident que 


(ae — a} = ah — Ch lof + CT ah, + (— 1) Chat — 0. 
(58) 


Examinons d'une manière générale les identités suivan- 
tes; 


Cm A RE SEC UE 
RC a te, dt) C4 = 0; 
où m—0,1,2,..., k — 1, ou 
(1 — 1) 2 Cin — ce m + CRM — ee + 
CDR ME. tn rc = 0. (59) 


L'égalité (59), correspondant à la valeur m = 0, prend la 
forme : 


CSC EC ÉD Et DC=0 
(59°) 
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Remarquons que 
chu ROTH) KA)... (k—m+1) ch=m-H 
k 1.2. ...(k—) TETE M IE .(k—p) 
(m—1,2,...,k—1; OSu<k—m), 
ou 
k(k—1)...(k—m+1)Ci im "= 
=(k—m—u+1)...(k—n)CÈ ", (60) 

et Ru UN chacune des égalités (59) (m — 1, 2, 

, k — 1) par le facteur correspondant k (4 — 1). 
Em + 1), après cela, en nous servant de (60), 
nous les écrivons sous la forme : 

(—m+1)...kCh— (km)... (k—AY +... + 
+(—1)  G—m—u+1)... (E—p)CR +... + 
+(—1)#-"1.2.,. mCi =0 

{m—1,2,...,k—1). (597) 

Démontrons maintenant que pour m = 0, 1, 2, 

, k — 1 les égalités suivantes sont vraies: 

RMCR— (1) CR +. + (— 1 (&—p)'CR + 

+...+(—1).07C2=0. (61) 

En effet, l'égalité correspondant à m — 0 coïncide 
avec (59°) et, par conséquent, elle est vraie. 

Raïisonnant par induction, admettons que les égalités (61) 
sont déjà démontrées pour m = 0, 1,...,j G(<k— 2) 
et démontrons alors que l'égalité correspondant à m — 
— j + 4 est également vraie. A cette fin, introduisons le 
polynôme de degré j +1: 
fe) = (2—j)(e— 141). (1) = ot Piel. —fir. 

(62) 
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En multipliant es égalités (61), ue m = À, 2, 
respectivement par les nombres f;, fi, 0. nous obte- 
nons : 


Bik Ch — Bi (k— 1) Ca + À 
+ +Bi(— 1) (k—p) Ci 


+ s 8 +p,(—1)*.0.CÊ —0, 
RD dd à (63) 


ByhŸCu — B; (k — 1) CT + 
: ei A er Le 


Ecrivons encore l'égalité (59 correspondant à la valeur 
m —= j + 4 sous la forme 


SAR) Ch (A) CRE + (AS (A) CRU 
+...+(—1)/(0)Ci=0 (64) 


[nous avons uilisé ici le fait que (k —j)...k _® 
h—j—1)...(&—1)=f&—1),...&—p—)j). 
(Ep) = GE — 


TS 
En additionnant (63) et (64) membre à membre, nous 
aurons : 
[BR +... + Byh? + f (HI Ci — 

— BG — 1)... ++ SENIOR +... + 
+) Bi Gp) + 2 + BE —p) +R —D)ICR + 
+ +(— 1) Br O0 +... +B,-07 + f (0) Cx = 0. 

Mais en vertu de (62) 
Bar + Bon? +... + Bial+ f(x) xt. 
C'est pourquoi le résultat obtenu prend la forme: 
RICE —(k— A1) HCE + ne te)" Gp} HO RE 
+... +(—1).051C?=0. 
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C'est l'égalité (61) pour m = j + 1. Ainsi, la démonstra- 
tion de la justesse des relations (61) est terminée. 

Considérons finalement un polynôme quelconque de 
degré non supérieur à À — 1: 


P (x) —= An" 1 + Apt .. + A0: (G5) 


En multipliant (61), pour m—0,1,2,...,k—1 
respectivement par ÀAo, A1, ..., Ayx_3, nous obtenons: 


ACk — ACn + 2 +(— AC R + (—1) A CR = 0, 
AkCh— As (k— 1) Ch +... + (—1) A (Ep) CR ++ 
+(—1)*4,.0.Cè =0, 
An ICE — An (A1) ICE ln + 
+ (— 1) MA —pICR TL. 2 (— 1) Au OL. CÈ = 0 
En les additionnant membre à membre nous aurons: 
(Ao+ Aik+ ... + Anh) Ci — 

— [A+ A1 (k— 1) +... + Ans (k— AC +... 

+ (— 1)" Lo + A1 (pu) +... 

+ An (ip CRE +... + (— 1) [A0 + A0 +... 

.. + An 0*1]Ci = 0, 
ou 
P(k).Ch—P(k—1).Ch7!+...+(—1)*P(0)-C£=0. (66) 
Par conséquent, le polynôme quelconque LP (x) de degré non 
supérieur à k — 1 satisfait à la relation (66). 

Posons, en particulier, P (x) = (x + n — 1)" où n est 
un nombre naturel quelconque et m un entier, tel que 0 < 
< m< k — 1. L'égalité (66) prend alors la forme : 
Gtn—A1)"Ci— (tn 2)"CR +... + 

+(—1)* (nr —1)" Ci = 0, 
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Où, en multipliant par a***-1 et en substituant 1 à C} : 
(4 + n — 1)" ch tn-1 se Ci la (k Ln— 2"an+n-2 … 
— Ch (he n— Spa + 
2 (— 1) 1Cha* (n —1)"a""1. (67) 


En comparant (67) et (57), nous concluons ne a 
tion de récurrence (57) est satisfaite par chacune des # suites : 


Lea es gt (m = 0); 
0, «, 2a?, .. . (n—{)a""1, rs ‘(n=il); 
0, a, Pat, ..., (n— Ya", ..., (m2) (68) 


0, a, 2102, c.., (n— 1) ia" 1, ..., (m=k— 1). 


Si nous constatons qu'elles forment une base, il en décou- 
lera que le terme général d'une suite quelconque satisfaisant 
à la relation (57) a la forme: 

Un = [Bo+ B,; (2 — 1)+ are + Br-; (n — 131] A 
— Q{(n—1)a"1, (69) 
Où Q (x) = Bo + Bir +... + B,yx" 1 est un polynôme 


de degré non supérieur à k — 1, avec des coefficients arbi- 
traires. 


Il suffit de démontrer qu'un système de * équations 
linéaires 


Bo+ Bi°0+ .., + Bi 012 un, 
Bo+ Bi1+ .., + Blu, 
B5+ B; ( Fe 1) + …. + Br-1 (k — 4371 = Uy 
l ..… Be 
a une solution par rapport aux inconnues Bo, Bis + +. “ 
pour tous wi, .,., u,, c'est-à-dire (en vertu de la proposi 
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Bo+ (4 —1) Bit ... +(k—1)" 1Bn =0 
a une seule solution nulle. Mais les équations du dernier 
système signifient que 
Q(0)=Q(1)= ... =Q(k—1)=0, 
c'est-à-dire que l'équation 
Bo+ B(æ)+ ... + Brut" 1=0 
de degré non supérieur à À — 1 a, au moins, # racines diffé- 
rentes: O0, 1, 2, ..., k — 1. Il en découle que 
Bibi :5::=Bi6=0, 
ce qui achève la démonstration de ce que les suites (68) 
forment une base de suites récurrentes satisfaisant à la 
relation (57). 
Dans le cas d'une suite récurrente quelconque satisfai- 
sant à la relation générale 
Unth = Giüngh-1 + Œolnsh-2 + ... +arun(anz 0), (70) 
l'échelle de récurrence 


g'= ag" + ... +an (71) 
peut avoir une certaine racine & d'ordre de multiplicité a, 
une racine B d'ordre de multiplicité b, ..., une racine y 
d'ordre de multiplicité ceten tout a+b+...+c—=kRk 
racines. |; 
Pour ce cas, qui est le plus général, on peut démontrer 
que la base est constituée par les À suites suivantes: 


2 n— 
PR Re DRE: ARTS 


0e. 20. = De ss 
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1, B, 8°, .., B"4, 


o, V2 ss =D rs. 
C'est pourquoi 
Un =Q{(n—1)a1+R(n—DBTI+ ..,. HS (n—1)y""t, 
(72) 
où Q (x), R (x), ..., S (x) sont des polynômes fixés quel- 
conques, de degrés respectivement non supérieurs à «a — 1, 
b—1,..., c— 1. 

Donc, le terme général u, de toute suite récurrente a la 
forme d'une somme de produits de polynômes par rapport 
à n — 1 (ou ce qui revient au même, par rapport à n) par 
les termes généraux de progressions géométriques, dont les 
raisons sont égales aux racines de l'échelle de récurrence (71). 

Au cas où toutes les racines de ces dernières sont simples, 
lesdits polynômes sont constants et le terme général de la 
suite récurrente prend la forme de la somme des termes de 
progressions géométriques. 

On peut démontrer aussi la justesse de la proposition 
contraire, c'est-à-dire, toute suite {u,} dont le terme général 
s'exprime par la formule (72) est récurrente. L'échelle de 
récurrence correspondante (71) est construite d’après ses 
racines &@, B, ..., y et par leur ordre de multiplicité a, 
b, ..., c (représentant les degrés des polynômes Q, R, .. 

, S, augmentés d’une unité). D'où l'on trouve immé- 
diatement la relation de récurrence (70). 

Voyons à titre d'exemple la suite 


= (n — 1)2.27-1 EL 8-1 


En la comparant à (72), nous concluons que les racines de 
l'échelle de récurrence sont : &« = 2, 8 = 3, de plus l'ordre 
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de multiplicité a est égal à 2 + 1 = 3. Donc, 1 échelle de 
récurrence doit avoir la forme: 
(g — 2)° (g — 3) — q° — 9q° + 30q° — 44q + 24 = 0, 
et la relation de récurrence doit s'écrire: 
Unis = Junss — I0unzo + 4äunry — 24u,. 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la suite donnée 
qui satisfait à la dernière relation. 


10 Illustrons les résultats du $9 par plusieurs exemples. 
Nous avons vu au $ 2 que les termes d'une progression 
arithmétique satisfont à la relation de type: 
Un+e = ZUnti — Un) 

les carrés des nombres naturels à la relation 

Un+3 = JUnte — SUn+1 + Un) 
les cubes à la relation 

Unts = Alnts — Ounye + Auris — Un. 


Il est évident que toutes ces relations sont contenues 
comme cas particuliers dans la relation: 


R—1 kR—2 k-1r0 
Unsh = Ch Ungh-s — Ch Unshoo +... = A 1) LAUrE (57°) 


examinée au $ 9 (ici « = f). 
Le terme général de toute suite satisfaisant à cette rela- 
tion doit avoir la forme [formule (69)]: 


Un = Bot Bi(n—1)+ ... + Bnj(n—1)"1 (69°) 
Pour trouver les coefficients Bo, Bi, . .., Br il suffit 
de résoudre le système suivant de Æ équations algébriques 
linéaires à k inconnues 
B, —= Uy; 
By+ Bi+ ... + Br ue, (73) 


B,+ Bi (k —1)+ + Br (k— 1)" LE une 
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Dans le cas d'une progression arithmétique k = 2 et la 
formule (69”) devient 


Un = Bo + Bin — 1), 
et le système (73) prend la forme: 
Bo = ui, 
Bo + Bi = Us. 


Jl en découle que B5 = u, est le premier terme de la pro- 
gression et Bi = u2 — u, = d, la différence de la progres- 
sion. Par conséquent, 


Un = W + d(n — 1). 


Nous avons obtenu une formule bien connue. 

Il n'est pas nécessaire de faire les calculs correspondants 
pour le cas d’une suite de carrés ou de cubes de nombres 
naturels, car nous savons, dès le début même, qu'ici u, — n°, 
ou uw, — n°. Toutefois, l'application des relations (69°) 
et (73) à la déduction de formules pour la somme des termes 
d'une progression arithmétique, ainsi que pour la somme 
des carrés ou des cubes, présente aussi un certain intérêt. 

Au $ 4, nous avons démontré que si les termes d’une 


D] 


certaine suite {u,} satisfont à une relation de la forme: 
Un+ik == diln+h-1 + GoUnsh-2 + ... + GnUn, 


les sommes {s,} des termes de cette suite (si = 1, 52 = 


— Us, Sa = Uy + Uo + Us, . ..) satisfont à la rela- 
tion de la forme: 


Sn+h+1 — (1 + &) Sn+k + (a; — ai) Snshi + ce + 
+ (an — An-1) Sn+y — AnSn. 
Dans le cas de la relation (57”), il est évident que 
m=C}, a=—CË,..., a=(—1}71Ci. 
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C'est pourquoi 
1+a; —1 + Ci = Chys 
A — Qi — —(CÈ+ C3) — — Ciss, 
3 — 2 — Ca + C$ = Cia, 
an — ah = (— 1) 1 (CR + CR) = (— 1) Cia 
—an=(— 1 Ci = (—1CTS, 
et la relation pour {s,} peut être présentée sous la forme : 


2 h+1 
Sasha = ChhiSnan — ChtSnans +. +(— 1) CRTis, 


ou 
Sn+h+1 Ci Carre D (— 1) CTI sn = 0. 

Donc, si une suite {u,} satisfait à une relation de la 
forme (57’) d'ordre À, la suite des sommes correspondantes 
{s,} satisfait à une relation de même forme, mais d'ordre 
k + 1. En particulier, pour une progression arithmétique 
k — 2, pour la suite des carrés des nombres naturels Æ — 3, 
pour la suite des cubes,  — 4: par conséquent, pour les 
suites des sommes correspondantes, dans les égalités indiquées 
plus haut (57’), (69”), (73), il faut prendre k plus grand 
d'une unité: 3, 4, 5. 

a) Sornme des termes d'une progression arithmétique. Sur la 
base des remarques faites, s, s'exprime par la formule (69) 
(en substituant s, à w,) pour À — 3. Par conséquent, 


Sn = Bo + Bin — 1) + Ban — 1}. 


Les coefficients B,, B;, B, sont déterminés par le système 
(73) (avec la même substitution de s, à uw, et pour À = 3): 


Bo = S = ui, 
Bo + Bi + Br = 52 = uy + us = 2uy + d, 
Bo + 2B4 + 22Bo = 53 = 1 + u2 + ua = Suy + 3d. 
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En le résolvant, nous obtenons: 
Bou, Bi=ut+zd, Bi=+d. 
Par conséquent, 
Sn = Ui+ (+ d) (nr — 1) +5 d(n— 1}? = 


=nuy+sd(n— 1) r — n Cut DA 


__ Afui+ui+(n— 1) d] _n(ui+un) 
RE EE 


b) Somme des carrés des nombres naturels. En prenant 
dans les formules (69’) et (73) x — 4 et en substituant s, 
à &,, nous obtenons: 


Sn = Bo + Bin —1) + B;(n — 1) + B;(n—1} 


et 
Hg = = {, 


Bo + Bi +B:+B3=5, = 1+2 —=5, 
Bo + 2B; + 4B;3 + 8B3 = 53 — 1 + 2? L 3? — 14, 
Bo = 3B; + 9B: + 27B3 = 5, = 1 + 2? + 3? + 42 — 30. 


Nous tirons du dernier système: 


1 1 1 
B,= 1, Bi=2+, B2=1.. B3= +. 
C'est pourquoi 
| 13 3 Hs 4 
Sn=1+<(n—1)+s(n—1) + (n—1) = 
_{ 1 2 1 LN(+S3n+2n?)  n(n+1)(2n +1) 
SG PR 


Nous avons obtenu la formule connue. 
c) Somme des cubes des nombres naturels. Pour elle, nous 


avons 
n? (n +1) 
ÉCEE” SRE. 
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Nous proposons au lecteur de faire cette déduction en guise 
d'exercice. 
Pour terminer, examinons encore un exemple de suite: 


a, 2a°, 3a%, ..., na", ... (a 0, à 1). 
Donc, 
u, = nat (n = 1,2, 3, ...). 
On voit aisément que 
Unso = 2AUns, — QU; 
en effet, 
2Atnyi — Un = 24 (n+1)a"#1— ana" — (n + 2) at? — uno. 


Etant donné que # — 2, a; — 2a et a; — —a?, la suite 
des sommes {s,} (s = a, 5, — à + 2a?, 53 = à + 2x? + 
+ 8, ...) satisfera à la relation [voir (30)]: 

Sn+3 = (@; + 1) Sn+2 + (2 — Qi) Sn+1 — A2Sn = 
= (20 + 1) Suse — (0? + 2a) Sn + LSne 

L'échelle de récurrence correspondante est: 
g = (a + 1) g° — (a + 2) q + a. 

IL est aisé de voir qu'elle est satisfaite pour qg = «. 
En divisant le polynôme q° — (2x + 1) q? + (a? + 2a) q — 
— aŸ par q — «&, nous obtenons au quotient: 

 —(œa+1)g+a. 
Par conséquent, les deux autres racines de l'échelle de récur- 
rence satisfont à la relation suivante: 
g —(a+1)qg+a—= 0. 
Ces racines sont: «& et 1. 

Donc, l'échelle de récurrence a pour racine & d'ordre 

de multiplicité a = 2 et une racine simple f = 1. 


C'est pourquoi, pour s, nous obtenons [voir formule (69) 
où au lieu de uw, il faut écrire s,, &« = @&, Q (x) = Bo + Bix, 
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polynôme du premier degré; B = 1 et Z? (x) — Co, constan- 
te]: 


sn = [Bo + Bifn—1jlan-1+0C, (n—=1, 2, 3,...). 


Les coefficients Bo, B, et Co sont trouvés pas un système 
d'équations correspondant aux valeurs x = 1, 2, 3: 


Bo+Co—=s —=u, 

(Bo + B5) a + Co = s2 = à + 2u, 
(Bo + 2B3) «°° + Co = 53 = au + 2u° + Zu. 
D'où nous trouvons: 
3__92 
Bt Pa 

Par conséquent, 
Sn = [Bo Bi (n— 19] a°3+ Cp UN ENT 4e 

= Une (Unxi—u1) 
(a—1)2 | 


Cette partie du livre se proposait de donner au lecteur 
une idée de la diversité des suites récurrentes et de leur rôle 
en mathématiques. De plus, nous avons montré que les 
suites récurrentes ne se sont pas fortement éloignées des 
plus simples d'entre elles: progression géométrique et 
suites des puissances de nombres naturels (en particulier, 
de la suite des nombres naturels mêmes, constituant une 
progression arithmétique) et qu'elles peuvent être exprimées 
à l’aide de ces suites élémentaires. 

Mais on rencontre déjà, à chaque pas, en mathématiques 
élémentaires des suites qui ne sont pas récurrentes. Telle 
est, par exemple, une des suites les plus importantes des 
sciences mathématiques, celle des nombres premiers : 


2: 9,9, 1, 1; 19, 17,19, 29; : +. 
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Cette suite avec ses propriétés profondes et complexes est 
étudiée dans la théorie des nombres. 

Ne sont pas non plus récurrentes les suites de valeurs 
de nombreuses fonctions élémentaires, telles que : 


1 Î 
1,5, 3: FÉRSS. ’ 


(suite des valeurs de la fonction y=— pour æ=1, 2, 3 
...), OU 


1, V2, V3, V4,..., Va, …, 


log 1, log 2, log 3, log 4, ..., logn, ... 


(suite des valeurs des fonctions V x et log x), etc. 

L'étude de ces suites et d’autres semblables À (et avec 
elles des suites récurrentes) fait l’objet d’une discipline 
mathématique déjà évoquée — le calcul des différences finies. 

Enfin, dans le cours de mathématiques élémentaires et, 
en particulier, dans le cours d'analyse mathématique, 
étudié dans les écoles supérieures, un grand rôle est joué 
par les séries convergentes, c'est-à-dire des séries tendant 
vers des limites finies. Leur étude constitue la tâche majeure 
de la théorie des limites et constitue une des bases de l'analy- 
se mathématique. Les propriétés de différents termes des 
suites ne jouent ici qu'un rôle secondaire : ce qui importe, 
c’est l'existence d’une limite et la grandeur de cette limite. 

Nous jugeons nécessaire de faire ces remarques, afin que 
le lecteur comprenne que la théorie des suites récurrentes, 
que nous avons exposée, ne représente, tant du point de vue 
de son objet que du point de vue des lois mises en évidence 
par elle, qu'un chapitre très particulier ct fort modeste de la 
théorie des sérics. 


1) 11 s'agit des séries de valeurs des fonctions dites analytiques, dont 
les fonctions élémentaires sont les représentants les plus simples. 


Nombres complexes et représentations 
coniormes 


; _ À B C 
oO ————— 
O 1 x 


Fig. 1 


Pour représenter géométriquement des nombres réels on 
recourt à un axe numérique, c'est-à-dire une droite dont 
sont donnés un point À, origine des coordonnées représentant 
le nombre 0 et un autre point B, représentant le nombre 
+1 (fig. 1). 

La direction de À vers B est considérée comme le sens 
positif de l'axe numérique, le segment AB, comme l'unité 
de longueur. Tout segment AC représente un nombre réel x, 
dont la valeur absolue est égale à la longueur du segment. 
Si C ne coïncide pas avec À (c'est-à-dire si le nombre x 
n'est pas égal à zéro), x est positif quand la direction de À 
vers C coïncide avec le sens positif de l'axe, et négatif quand 
cette direction est opposée au sens positif de l’axe. 


9 Nous considérerons tous les segments de l'axe comme 
des segments orientés (vecteurs sur une droite). On distingue 
dans chaque vecteur une origine et une extrémité et l'on 
prend la direction de l'origine vers l'extrémité comme sens 
de parcours du vecteur. Nous représenterons les vecteurs 
par deux lettres : la première marquant l'origine, la seconde, 
l'extrémité. Chaque vecteur représentera, quel que soit 
le point de son origine (pas forcément en À), un certain 
nombre réel, dont la valeur absolue cst égale à la longueur 
du vecteur. Ce nombre est positif quand le sens du vecteur 
coïncide avec le sens positif de l'axe, et négatif, quand le 
sens du vecteur est opposé au sens positif de l'axe. Ainsi, 
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par exemple, le vecteur AB (origine À, extrémité B) repré- 
sente le nombre +1 : le vecteur BA (origine B, extrémité À), 
le nombre —1. 


: On peut déterminer le sens du vecteur en indiquant 

l'angle formé avec la direction positive de l'axe. Si le sens 
du vecteur est le même que le sens positif de l'axe, cet angle 
peut être considéré égal à 0°. S'il est opposé au sens positif 
de l'axe, cet angle peut être considéré égal à 180° (ou —180°). 
Soit x un nombre réel quelconque; si x 0, l'angle entre 
le vecteur représentant ce nombre et le sens positif de l'axe 
s'appelle argument du nombre x. Il est évident que l'argu- 
ment d'un nombre positif est égal à 0°, et l'argument d'un 
nombre négatif, à 180° (ou —180°). L'argument du nombre x 
s'écrit ainsi : arg x. Le nombre 0 est représenté, non pas par 
un vecteur, mais par un point. Bien que, dans la suite, nous 
considérions le point comme un cas particulier de vecteur, 
vecteur de longueur nulle, nous ne pouvons parler, dans 
ce cas, ni de direction, ni d'angle formé avec l'axe. C'est 
pourquoi nous n'attribuerons au nombre 0 aucun argument. 


/ Voyons maintenant l'interprétation géométrique des 
opérations sur des nombres réels. Il faut s'arrêter ici 
sur l'interprétation de l'addition et de la multiplication, 
dont on passera facilement à l'interprétation des opérations 
inverses, soustraction et division. Soit c, et c, deux nombres 
réels, AB; et AB), les vecteurs qui les représentent. Nous 
allons choisir les règles au moyen desquelles, connaissant 
les vecteurs AB, et AB,, on peut construire le vecteur 
représentant la somme c; + c, ou le produit c{c,. Commen- 
çons par l'addition. Que faut-il faire avec le vecteur AB4, 
représentant le premier terme, pour obtenir le vecteur AC 
représentant la somme? 

Il est facile de vérifier que, dans tous les cas, il suffit 
pour cela de porter sur l'axe, à partir de l'extrémité du 
vecteur AB1, un vecteur B,C de même longueur et de même 
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Fig. 2 


sens que le vecteur AB, ; le vecteur AC est celui que l’on 
cherche (fig. 2). 


5 Passons à la multiplication. Si l'un des facteurs est égal à 
zéro, le produit sera aussi égal à zéro ; dans ce cas, le vecteur 
représentant le produit se ramène tout simplement à un 
point. Supposons qu'aucun facteur ne soit égal à zéro. 
Dans ce cas, la valeur absolue !) du produit cic, sera égale 
à |cil:lc2l, c'est-à-dire au produit des valeurs absolues 
de c, et c2. C'est pourquoi la longueur du vecteur AD, 
représentant le produit, sera égale au produit des longueurs 
des vecteurs AB, et AB, représentant les facteurs. Le signe 
du produit cic, coïncidera avec le signe de © si co > 0 
et sera contraire si c> 0. En d’autres termes, la direction 
de AD coïncidera avec le sens de AB, si arg c> = 0 (ce qui 
veut dire que c2 >> 0) et sera opposée au sens de AB, si 
arg Co — 180° (ce qui veut dire que c> 0). Maintenant, 
il est facile de répondre à la question : que faut-il faire avec 
le vecteur AB, représentant le multiplicande c;, pour obtenir 
à partir de lui un vecteur AD représentant le produit cic>, 
(cc, 0 et co 0)? Il faut multiplier la longueur AB; par 
| c2 | (sans changer le sens du vecteur AB;), puis faire tourner 
le vecteur multiplié d’un angle égal à l'argument de c, 


1) La valeur absolue d'un certain nombre c est représentée comme 
suit : [c|. Par exemple |5|[=5, [—3|—3, |[0|[—=0. 
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Fig. 3 


(c'est-à-dire de 0° si c, > 0, ou de 180° si ce << 0); le vecteur 
obtenu représentera le produit. La figure 3 explique cette 
règle sur un exemple (c; — 1,5 et c2 — —2). 


Nous avons rattaché à chaque vecteur sur la droite un 

nombre représenté par ce vecteur. Examinons maintenant 
tous les vecteurs possibles sur le plan et rattachons également 
à chacun d'eux un nombre représenté par ce vecteur. Les 
nombres auxquels nous arrivons de cette façon — nombres 
complexes — sont d’un autre caractère, plus général que les 
nombres réels. Ces derniers sont seulement un cas particulier 
des nombres complexes, de même que les nombres entiers 
sont un Cas particulier des nombres rationnels, et les nombres 
rationnels, un cas particulier des nombres réels. 

Commençons par mener, sur le plan dont nous allons 
considérer les vecteurs, deux droites réciproquement per- 
pendiculaires, deux axes numériques Az et Ay, avec une 
origine commune des coordonnées À, et supposons que le 
segment AB représente l'unité de longueur (fig. 4). Tout 
vecteur se trouvant sur l’axe Az ou parallèle à cet axe, peut 
comme précédemment être considéré comme la représentation 
géométrique d'un nombre réel. Ainsi, les vecteurs AB et 
A'B", dont la longueur de chacun est égale à l'unité et 
dont les sens coïncident avec le sens positif de Ax, repré- 
sentent le nombre 1 ; le vecteur CD de longueur 2 et de sens 
directement opposé figure le nombre —2. Les vecteurs qui 
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Fig. 4 


ne se trouvent pas sur Az et ne lui sont pas parallèles, tels 
que AE et FG, ne représentent aucun nombre réel. À propos 
de ces vecteurs, nous dirons qu'ils représentent des nombres 
imaginaires. De plus, des vecteurs de longueur égale, parallè- 
les entre eux et orientés dans le même sens figurent le même 
nombre ; les vecteurs de longueur ou de sens différents, des 
nombres imaginaires différents, Ici, nous anticipons un peu, 
Car, Sans savoir ce qu'est un nombre imaginaire, nous parlons 
déjà de sa représentation, mais, dans la vie, il n'est pas rare 
que la connaissance du portrait précède la connaissance de 
l'original. 

Nous avons montré plus haut que l’on peut substituer, 
à des opérations sur des nombres réels, des opérations sur les 
vecteurs rerrésentant ces nombres. Nous remplacerons 
de même les opérations sur des nombres imaginaires par des 
opérations sur les vecteurs qui les représentent. Nous n'ima- 
ginerons pas de nouvelles règles, nous conserverons, dans 
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la forme géométrique, les règles trouvées pour l'addition 
et la multiplication des nombres réels. La seule différence 
sera que ces derniers étaient représentés par des vecteurs sur 
la droite Ax (ou des vecteurs parallèles à cette droitc), 
tandis que les nombres imaginaires sont représentés par des 
vecteurs sur le plan, non situés sur Ax et non parallèles 
à Az. 


Avant d'aller plus loin, soulignons qu'on appelle 7ombres 

complexes aussi bien des nombres réels (déjà connus) que 
des nombres imaginaires (dont nous ne connaissons encore 
que les « portraits »). 

Pour comparaison, rappelons qu’on emploie aussi, pour 
les nombres rationnels et irrationnels considérés ensemble, 
une désignation commune: nombres réels. 

Occupons-nous de l'addition des nombres complexes. 
Nous avons convenu de laisser en vigueur la règle formulée 
pour l'addition des nombres réels. Soit AB, et AB, deux vec- 
teurs représentant certains nombres complexes c; et c>; 
pour construire le vecteur représentant leur somme c; + c>, 
nous portons, à partir de l'extrémité du vecteur AB,, un 
vecteur B,C de même longueur et de même sens que le vecteur 
AB; ; le vecteur AC réunissant l'origine de AB, avec l'extré- 
mité de B,C sera le vecteur cherché (fig. 5). 

Ce qu'il y a de nouveau ici, c'est que nous appliquons 
maintenant cette règle à l'addition des nombres complexes 
(représentés par n'importe quels vecteurs sur le plan), tandis 
qu'auparavant nous l’appliquions seulement à des nombres 
réels (représentés par des vecteurs sur la droite). 

Si l’on applique cette même règle pour la construction 
de la somme c; + ci (les termes ont interchangé leurs pla- 
ces), il faut, à partir de l'extrémité du vecteur AB;, repré- 
sentant ©, porter un vecteur de même longueur et de même 
sens que le vecteur AB, (représentant c;). Il est évident 
que nous arrivons au même point C (sur la figure 9 on obtient 
un parallélogramme) et, par conséquent, la somme c; + c; 
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Fig. 5 


est représentée par le même vecteur AÀCjque la somme ci + c2. 
En d'autres termes, de la règle de l'addition découle la jus- 
tesse de la loi de commutativité: 


Ca + CO = Ci + Co 
Il est aisé de démontrer que la loi de l'associativité 
est également vraie: 


(ci + co) + cs = € + (ce + ca). 

Toutes les constructions nécessaires sont données sur la 
figure 6. Il est évident qu'en additionnant (ci + c2) (AC) et 
C3 (CD) nous obtenons le même vecteur AD qu'en addition- 
nant ci (ABi) et (c2 + c3) (BD). 


8 Avant de passer à la multiplication, appliquons aux 
nombres complexes les notions de valeur absolue et 
d'argument. 
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Fig. 6 


Soit un vecteur AB représentant un nombre complexe c. 
On appelle valeur absolue de c la longueur du vecteur AB, 
et argument de c, l'angle entre la direction positive de l'axe 
Axet le vecteur AB. Cet angle peut être mesuré soit dans 
le sens inverse des aiguilles d’une montre, il a alorsune valeur 
positive, soit dans le sens des aiguilles d'une montre, 
il a alors une valeur négative; de plus, on peut lui ajouter 
arbitrairement un entier quelconque multiple de 
360°. 

La valeur absolue et l'argument du nombre c s'écrivent 
de la même façon que pour les nombres réels: |c]et arg c. 
Ce qu'il y a de nouveau, en comparaison du cas des nombres 
réels, c'est que l'argument d’un nombre imaginaire est 
différent de 0° et de +180”, alors que pour des nombres 
réels (non égaux à 0) l'argument peut être soit 0° (si le nombre 
est positif), soit +180° (s’il est négatif). 
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Fig. 7 


La figure 7 représente des vecteurs AB, AB;, AB, et AB; 
figurant des nombres complexes : ce, c4, c2 et ca. Le lecteur 
vérifiera facilement la justesse des affirmations suivantes: 


[cl=|cl=1; || V2; |cs| = 2; 
argc—0"; argci = 90°; arg co — 45°; arg c3 — — 60° (ou 300°). 


9 Après avoir introduit les notions de valeur absolue et 
d’'argument d’un nombre complexe, on peut énoncer aussi 
la règle de multiplication des nombres complexes. Elle 
coïncide littéralement avec la règle correspondante de multi- 
plication des nombres réels: pour multiplier un nombre 
complexe c4 par un nombre complexe c, (ci -£ O et c, = 0), 
il faut multiplier par | c; | la longueur du vecteur figurant c; 
(sans changer le sens du vecteur), puis faire tourner le vec- 
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teur multiplié autour du point À d’un angle égal à l’argu- 
ment de c,; le vecteur obtenu représente le produit cic2. 
Par exemple, le produit cic, est représenté par le vecteur 
AD (fig. 8), et le produit c:c3, par le vecteur AE (fig. 9). 

Il faut encore ajouter à la règle de la multiplication 
qu’au cas où un des facteurs est égal à zéro, le produit est 
également égal à zéro. 

Si l'on veut appliquer la règle de la multiplication au 
produit c:c1 (l’ordre des facteurs est interverti), il faudra 
multiplier | c;,| fois la longueur du vecteur représentant c, 
et faire tourner le vecteur multiplié autour du point À d'un 
angle égal à l'argument de c;. Il est évident que l’on obtient 
le même résultat que lorsqu'on multipliait c;c,; dans les 
deux cas, la longueur du vecteur obtenu est [cl] [c,| et 
l'angle entre Azx et ce vecteur est égal à arg ci + arg ce. 


C1C2 — CoCt; 


c'est-à-dire que la loi de commutativité est également vala- 
ble pour la multiplication des nombres complexes. 
La loi d’associativité l’est également : 


(ciC) C3 — Ci (Cac 3). 


En effet, chacun des produits considérés est représenté par 
un seul et même vecteur; sa longueur est |ci |-[cl-1c3l 
et l'angle entre l'axe Ax et ce vecteur est égal à arg ci + 
+ arg Co + arg C3. 
Démontrons, enfin, que la loi de distributivité est aussi 
valable : 
(Ci + Co) C3 = CiC3 + Coca. 


Sur la figure 10, le vecteur AB représente la somme c; + c,: 
si, sans changer le sens de AB, et AB, on multiplie toutes 
les longueurs des côtés du triangle AB,B par | c,[, on obtient 
le triangle ÀAK,L;, semblable au triangle AB,B. Il est formé 
par les vecteurs AK, KL, AL; obtenus à partir des 
vecteurs cs, co et (ci À c2) en multipliant toutes les longueurs 
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Fig. 8 


Fig. 9 


Fig. 10 


par |c3| (sans modifier les sens). Faisons tourner mainte- 
nant le triangle AK,L,; autour du point À de l'angle arg c:; 
on obtient le triangle AXLZL. D'après la règle de la multi- 
plication, le vecteur À X y représente le produit cics, AL, 
Coca, et AL, (ci + c2) ca. D'après la règle de l'addition, nous 
trouvons à partir du même triangle : 


CiCa + Cocg = (Ci + Co) Ca, 


ce qu’il fallait démontrer. 


10 Les opérations de la soustraction et de la division sont 
définies comme l'inverse de l'addition et de la multi- 
plication. Précisément, nous appelons un nombre complexe d 
différence des nombres c; et c, et écrivons d = c4 — c2, 
si C1 — Co + d, c'est-à-dire si c1 est la somme de ©. et de d. 
En représentant cette relation entre c,, d et c; Sur un gra- 
phique (fig. 11), nous voyons que le vecteur représentant la 
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différence cy — c, est obtenu si le point B, (extrémité du 
vecteur représentant le nombre retranché) est réuni au point 
B: (extrémité du vecteur représentant le nombre duquel on re- 
tranche) et si le premier point est considéré comme l'origine 
du vecteur, et le second, comme l'extrémité de ce vecteur. 

D'une façon analogue, le nombre complexe r est appelé 
quotient des none Cyetco(c Æ 0) et nous écrivonsr = c;: 


‘C2 où r = + si cy — cor, c'est-à-dire, si c, est le produit 


de c> par r ig. 12). 
Il en découle que | r |, longueur du vecteur représentant r, 


est égal à pi et que arg r est égal à l’angle B,AB, mesuré 
2 


dans le sens de AB, vers AB, (sur la figure 12 c’est le sens 
d'une rotation suivant les aiguilles d’une montre, donc, 
l'angle doit être considéré comme négatif). 

Notons des cas particuliers. Si c, et c, sont représentés 
comme des vecteurs parallèles et dirigés dans le même 
sens, l'angle B,AB, est égal à 0°, par conséquent, arg r = 0”, 
c'est-à-dire r est un nombre réel positif. Si c et. c, sont 
représentés comme des vecteurs parallèles, mais de sens 
opposés, l'angle B,AB, est égal à 180° et le nombre r est 
réel et négatif. 

Pour résumer, on peut dire que l'addition et la multi- 
plication des nombres complexes satisfont aux mêmes lois de 
commutativité, associativité et distributivité que les nom- 
bres réels et que la soustraction et la division, de même 
que pour les nombres réels, sont définies comme les opéra- 
tions inverses de l'addition et de la multiplication. C'est 
pourquoi toutes les règles et formules déduites en algèbre 
pour les nombres réels, sur la base de la définition des opé- 
rations et des lois mentionnées, doivent rester en vigueur 
pour les nombres complexes. Par exemple: 


(ca+ co) (ci —c2)= cc, (ci +) = ci + 20102 + Ca, 
Hp LATE (20 et cs 0), etc. 


Co C4 CoCs 
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Fig. {1 


Fig. 12 


11 En étudiant les mathématiques, leilecteur rencontre 
souvent une extension (ou la généralisation) de la notion 
de nombre. Ce fut le cas en arithmétique à propos des frac- 
tions : en algèbre, à propos des nombres négatifs et, ensuite, 
des nombres irrationnels. Toute extension de la notion de 
nombre ouvre la voie de la solution de problèmes paraissant 
jusque-là insolubles ou même privés de sens. Ainsi, l’intro- 
duction des fractions a permis d'effectuer la division de deux 
nombres dans tous les cas où le diviseur est différent de zéro ; 
par exemple, de diviser 4 par 3 ou 2 par 5; l'introduction 
des nombres négatifs a permis d'effectuer la soustraction 
dans tous les cas, par exemple de retrancher 5 de 2; l'intro- 
duction des nombres irrationnels a permis d'exprimer par 
un nombre la longueur de n'importe quel segment incommen- 
surable avec l'unité, par exemple la longueur de la diagonale 
d'un carré dont le côté est égal à l'unité. Toutefois, en nous 
contentant seulement de nombres récls, nous ne pourrions 
extraire la racine d’un nombre négatif. Nous allons nous 
convaincre que l'introduction des nombres complexes per- 
met de résoudre ce problème. Tout naturellement, nous appel- 
lerons racine carréc d'un nombre complexe c (représentons 


la racine par le signe V c) un nombre a dont le carré (c'est-à- 
dire le produit de a par lui-même) est égal à c. En d’autres 


termes, a = Ÿ c signifie que aa = c. Soit c un nombre néga- 
tif, par exemple c = —1; si nous voulons trouver VW —1, 
nous devons résoudre l'équation a = —1. Multiplier a 
par a signifie, premièrement, multiplier la longueur du 
vecteur représentant a par [al], c'est-à-dire par la même 
longueur sans changer le sens de a et, ensuite, faire tourner 
le vecteur obtenu autour du point À d’un angle égal à arg a. 
Il est évident que la longueur du vecteur obtenu doit être 
égale à |al*. Mais le vecteur obtenu doit représenter le 
nombre —1; c'est pourquoi sa longueur est égale à l'unité, 
Donc, | af? —1 et, par conséquent, | a| — 1 (la longueur 
du vecteur n’est jamais négative). Poursuivons, l'angle 
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Fig. 13 


entre le vecteur représentant a° et l’axe Az est égal à arg a + 
+ arg a = 2 arga; d'autre part, a? = —1, alors cet angle 
doit être égal à +180° ou —180°. C’est pourquoi 2 arg a — 
— +180", d'où: soit arg «a — 90°, soit arg a — —90°. Par 
conséquent, nous avons obtenu deux vecteurs distincts 
AC et AC’ représentant deux valeurs différentes de Y —1 
(fig. 13). Le nombre imaginaire représenté par le vecteur 
AC est désigné par la lettre à et s'appelle unité imaginaire; 
nous avons: |[ëé| — 1, arg i — 90°. On comprend aisément 
que le nombre imaginaire représenté par le vecteur AC" 
peut être obtenu à partir de à en multipliant à par —1. 
En effet, d'après la règle de multiplication, il suffit pour 
cela de multiplier la longueur AC par |—1] = 1 (ce qui ne 
fait pas changer le vecteur AC) et ensuite de la faire tourner 
d'un angle arg (—1) — 180°; on obtient le vecteur AC’. 
Le nombre imaginaire correspondant à ce vecteur est par 


conséquent à (—1) ou —1:;en bref, —i. Donc, WŸ —1—+i. 
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Fig. 14 


12 Considérons un vecteur AD quelconque situé sur l'axe 
Ay (ou parallèle à cet axe) (fig. 14). Soit Z sa longueur. Si 
le sens de ce vecteur coïncide avec le sens positif de l'axe 
Ay (au-dessus de Ax), le nombre imaginaire c qu'il représente 
peut être obtenu à partir de à en le multipliant par un nom- 
bre positif l; par conséquent, c = l:i ou, brièvement, 
c = li. 

Si le sens de AD est opposé au sens positif de Ay, le 
nombre c est obtenu à partir de à en le multipliant par le 
nombre négatif —/ (ou à partir de —ài en le multipliant 
par l); par conséquent, dans ce cas c—(—l):i ou, briève- 
ment, € — —li. 

Donc, tout vecteur (de longueur non égale à zéro) situé 
sur l'axe Ay (ou parallèle à cet axe) représente un nombre 
imaginaire du type —+li où l'on prend le signe + ou — 
suivant que le sens du vecteur coïncide avec le sens positif 
de Ay ou lui est opposé. C'est la raison pour laquelle l'axe 
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Fig. 15 


Ay est appelé axe imaginaire. L'axe Ax, dont tous les 
vecteurs représentent des nombres réels, s'appelle l'axe 
réel. 

Examinons un vecteur ÀA’E” quelconque situé ni sur l'un 
ni sur l’autre axe et non parallèle à eux. Au moyen de la 
construction de la figure 15 on peut figurer le nombre c, 
représenté par ce vecteur, sous la forme de deux autres 
nombres : l’un, figuré par le vecteur 4'B”, parallèle à Ax 
(ou situé sur Az) et un autre, représenté par le vecteur B’E", 
parallèle à Ay. Mais A'B° représente un certain nombre réel 
a, et B’E”, un nombre imaginaire de la forme bi, c'est pour- 
quoi c = «a + bi. 

Ainsi, nous avons représenté le nombre imaginaire c par 
des nombres réels a et b et l'unité imaginaire i. Comme le 
vecteur A'E" n'est parallèle ni à l’un ni à l’autre axe, alors 
a £ 0et b 0. Il est facile de comprendre que les nombres 
représentés par des vecteurs parallèles à l’un et l’autre axes 
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peuvent être écrits sous une forme analogue, à savoir si le 
vecteur est parallèle à l’axe réel, il figure un nombre de la 
forme a + 0 -i, et s’il est imaginaire, un nombre de la forme 
O + bi. 

Donc, tout nombre complexe c peut être représenté sous 
la forme c = «a + bi, où a et b sont des nombres réels, et à, 


l'unité imaginaire. 


13 Résumons. Nous avons commencé par représenter des 
nombres réels par des vecteurs situés sur une même droi- 
te, nous avons donné une forme géométrique aux règles 
d'opérations sur ces nombres en les ramenant à des opéra- 
tions sur des vecteurs, puis nous avons considéré tous les vec- 
teurs possibles sur le plan comme l’image de nombres d'une 
espèce plus générale, nombres complexes, qui, seulement 
dans un cas particulier (quand les vecteurs sont situés sur 
l'axe Ax ou lui sont parallèles), se ramènent à des nombres 
réels. En étendant aux vecteurs sur le plan les opérations 
applicables aux vecteurs sur une droite, nous avons intro- 
duit l'addition et la multiplication (et ensuite les opérations 
inverses, soustraction et division) et nous nous sommes 
rendus compte qu'elles obéissent aux mêmes lois que les 
opérations sur des nombres réels. Cependant, nous ne savons 
rien d'autre des nombres complexes mêmes, que le fait 
qu'ils peuvent être tous figurés par des vecteurs de façon 
que deux vecteurs quelconques de longueur égale, parallèles 
l'un à l’autre et dirigés dans le même sens, représentent un 
seul et même nombre complexe et que des vecteurs se distin- 
guant soit par leur longueur, soit par leur sens, représentent 
des nombres différents. Nous nous sommes rendus compte 
aussi que les nombres complexes permettent d'extraire la 
racine carrée de —1 et nous avons introduit l'unité imaginai- 
re i comme une des deux valeurs de V —1 (valeur de la raci- 
ne dont l'argument est +90°). Egfin, en nous appuyant sur 
les règles des opérations sur les nombres complexes, nous 
avons montré que tout nombre complexe c peut être figuré 
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sous la forme c = a + bi, où a et b sont des nombres réels. 

Donc, c est constitué par deux composantes a et bi; 
l'une, a, est représentée par un vecteur de l'axe réel et peut 
être considérée comme le produit d'un nombre réel a par 
l'unité réelle; l’autre, bi, est figurée par un vecteur de 
l'axe imaginaire et peut être considérée comme le produit 
d'un nombre réel b par l'unité imaginaire i. Cette structure 
de tout nombre complexe permet de comprendre pourquoi 
ces nombres ont été appelés complexes. 

Remarquons que a est appelé partie réelle et b partie 
imaginaire du nombre c. Par exemple, pour le nombre 
c = 3 — 2i la partie réelle est égale à 3, et la partie imagi- 
naire, à —2. 


{ Si l'on représente des nombres complexes c par des 

vecteurs ayant leur origine au même point À, à des nom- 
bres complexes non égaux entre eux correspondront des vec- 
teurs ne coïncidant pas entre eux et inversement : à des vec- 
teurs ne coïncidant pas, correspondront des nombres com- 
plexes différents. Soit c = a + bi; l'extrémité du vecteur AE 
figurant le nombre c aura pour abscisse a et pour ordonnée 
b (fig. 16). 

Donc, si l’on met l'origine du vecteur représentant le 
nombre c = a + bi à l'origine À des coordonnées, les 
nombres a et b seront les coordonnées de l'extrémité de ce 
vecteur. En partant de cette remarque, on peut représenter 
géométriquement les nombres complexes non seulement 
par des vecteurs, mais aussi par des points. Chaque nombre 
complexe a + bi peut être figuré par un seul point £ ayant 
pour coordonnées a et b et inversement : tout point £” ayant 
pour coordonnées a’ et b” peut être considéré comme l'image 
d'un nombre complexe a’ + ib’. La figure 17 montre des 
points Li, Es, Ea, Es, E représentant les nombres suivants: 
—1,i, —i, 1 +i, 1 —i 

Pour plus de brièveté, nous appellerons souvent, dans la 
suite, par les mêmes mots « point z » le nombre complexe z 
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Fig. 16 


Fig. 17 


même et le point Æ qui enest l’image. Par exemple, l'expres- 
sion « point 1 + à » désignera le nombre 1 + iet le point E4 
qui le figure (fig. 17). Le contexte montrera lequel de ces 
sens il faudra donner à cette expression. Du reste, il vaut 
mieux s'habituer à ne pas réfléchir à ce sujet et à utiliser 
les deux sens comme équivalents. 


15 Soit z un certain point. Si l'on ajoute à z un nombre a 
quelconque on obtient un nouveau point z° = z + a. 
Il est évident que l'on peut passer du point z au point z’ 
par une translation d'un vecteur a, c'est-à-dire en déplaçant 
le point z dans le sens du vecteur a d’une distance égale à la 
longueur de ce vecteur (fig. 18). En choisissant convenable- 
ment a on peut obtenir n'importe quel déplacement du 
point z. Par exemple, si l’on doit déplacer z d’une unité 
dans le sens positif de l'axe Az on prend a = 1; le point 
z' — 2 + À sera le point cherché. Si l’on doit déplacer z de 
deux unités dans le sens négatif de l'axe Ay on prend a — 
— —2i; le point 2°" —2z“+(—2i)—z—2i sera le point 
cherché (fig. 19). 
Donc, l'addition z = z + a signifie géométriquement 
que le point z est déplacé d'un vecteur a. 


1 Considérons la multiplication de z par un certain 

nombre c 0. Pour multiplier z par c, il faut multiplier 
la longueur du vecteur AE (c'est-à-dire le nombre |z1) 
par le nombre |c|et faire tourner le vecteur A£, obtenu 
d'un angle égal à arg c (fig. 20). La première opération ne 
change pas la direction du vecteur AÆ ct peut modifier seu- 
lement sa longueur. Si | c| 1, cette longueur diminuera, 
si |[c|> 1, elle augmentera, si c — 1, elle ne changera pas. 
Appelons cette opération dilatation du vecteur AE de ]|c| 
fois. Il faut entendre ici le mot « dilatation » dans un sens 
de convention ; en fait, il n'y aura dilatation que si [c| > 1, 
quand, par multiplication, la longueur du vecteur augmente 
de |c| fois. Toutefois, nous pouvons également utiliser 
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Fig. 18 


Fig. 19 
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Fig. 20 


Fig. 21 


ce terme lorsque | c| = 1 (la longueur du vecteur AE reste 
invariable) et quand |c| 1 (par multiplication, la lon- 
gueur du vecteur AZ diminue). 

Si c est un nombre réel positif, arg c — 0°. Dans ce cas, 
une rotation d un angle arg c ne modifie pas le vecteur AE: 
trouvé par dilatation; par conséquent, le point Æ; repré- 
sente le produit zc. On peut dire que la multiplication de z 
par un nombre c réel et positif signifie géométriquement 
la dilatation du vecteur AE (figurant z) de c fois. En faisant 
varier c, on peut obtenir différentes dilatations du vecteur 
AË. Ainsi, pour obtenir une dilatation de 2 fois, il faut 


multiplier z par 2; pour obtenir une dilatation de Z fois, 


il faut multiplier z par . 


Si le multiplicateur c n’est pas un nombre réel positif, 
arg c n'est pas égal à zéro. Dans ce cas, la multiplication 
de Z par c ne se ramène pas simplement à la dilatation du 
vecteur AË, il faut encore faire tourner le vecteur dilué 
d'un angle arg c autour du point À. Par conséquent, dans le 
cas général, la multiplication z:c signifie une dilatation 
(de |c| fois) et une rotation (d’un angle arg c). Dans le cas 
particulier où la valeur absolue de c est égale à l'unité, la 
multiplication par c se ramène seulement à une rotation du 
vecteur AE autour du point À d'un angle arg c. En choisis- 
sant convenablement c, on peut faire tourner AE de n'impor- 
te quel angle. Ainsi, par exemple, s'il faut faire tourner 
AËE de 99° dans le sens positif (sens contraire aux aiguilles 
d'une montre) il suffit de multiplier z par à; en effet, | i| — 
— À et arg 1 — 90°. Pour faire tourner AE de 45° dans le 
sens négatif (sons des aiguilles d'une montre) il suffit de 
multiplier z par un nombre complexe c dont le module est 
égal à l'unité, et l'argument, à —45°. La figure 21 représen- 
tant le point C, image du nombre c, permet de trouver faci- 
lement ce nombre. Il cst évident que les coordonnées du 
point C sont = V?, = Sie c'est pourquoi c — ee 
13° 195 


V2, V2 


. V2 


— i +. Donc, la multiplication de z par c = += — à 


2 2 Fa 
est équivalente à une rotation du vecteur AE (figurant 2) 
d'un angle de 45° autour du point À dans le sens négatif. 


1 Les formules 2° — 2 + & ou z’ — cz transforment, 

comme nous l'avons vu, le point z en un point z”. Con- 
sidérons, non pas un point, mais une infinité de points z cons- 
tituant une figure géométrique P quelconque (par exemple, 
un triangle; fig. 22). Si l’on applique à chaque point 2 
la formule z° = z + a, on obtient à partir de l’ancien un 
nouveau point z’ déplacé d'un vecteur a. Tous ces points 
déplacés constituent une nouvelle figure P”. Il est évident 
qu'on peut l'obtenir, en déplaçant la figure P tout entière 
d'un vecteur a. Donc, à l’aide de la formule z° — z + a, 
on peut transformer, non seulement un point, mais aussi 
une figure tout entière (un ensemble de points). Cette trans- 
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formation se ramène à déplacer la figure d’un vecteur a. 
Evidemment, la nouvelle figure est égale (congruente) 
à la précédente. 


18 On peut appliquer à chaque point z de la figure P la 
formule z° = cz. Si cest un nombre réel positif, chaque 
point z de la figure P se tranforme en un nouveau point 7° 
situé sur le même rayon issu de À sur lequel se trouve le 
point z, de façon que le rapport _ (c'est-à-dire le rapport 
des distances de z’ et z au point À) soit égal à c. En géomé- 
trie, une telle transformation s'appelle une homothétie, les 
points z’ et z, des points homothétiques, le point À, centre 
d'homothétie et le nombre c, rapport d’'homothétie. 
L'homothétie a pour résultat que l'ensemble de tous les 
points de la figure P passent dans un certain ensemble nou- 
veau de points constituant la figure P” (fig. 23). Cette figure 
est komothétique par rapport à la figure P donnée. On voit 
aisément que lorsque ? est un polygone (par exemple, un 
triangle) la figure homothétique P” est aussi un polygone 
qui est semblable au polygone P. Pour le démontrer, il 
suffit de considérer comment se transforment, dans une homo- 
thétie, les points situés sur un des côtés BC du polygone P 
(fig. 23). 
Si B se transforme en B”, C en C”, en réunissant B° et C’ 
par un segment de droite, on trouve que les triangles ABC 


et AB'C” sont semblables (l'angle À est commun et les côtés 
qui le comprennent sont proportionnels: = = 
Il en découle que le côté B’C” est parallèle à BC et que 


—c. Soit À un point situé sur BC ; le rayon AX rencon- 
tre alors B°C’ en un certain point X”, les triangles AXC 
et AK'C”" sont de nouveau semblables et, par conséquent, 
Le = c. C'est pourquoi le point ÆX” est l’homothétique 
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Fig. 23 


du point À (suivant le centre À pour un rapport d'homothé- 
tie égal à c). Nous en concluons que tous les points situés 
sur le côté BC se transforment par homothétie en des points 
situés sur le côté BC”; de plus, chaque point sur B'C’ sera 
l'homothétique d'un des points situés sur BC. Donc, tout 
le segment BC’ sera homothétique du segment BC. En ré- 
pétant ce raisonnement pour tous les côtés du polygone P, 
nous trouverons que tous se transforment en côtés d’un nou- 
veau polygone P”, que les côtés correspondants sont paral- 
lèles l’un à l’autre et que le rapport de leurs longueurs 
est égal à un même nombre c: 


B'C' C'D'  D'B' 


C'est ce qui démontre la similitude des figures homothétiques 
P et P”. 
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Ainsi, au moyen de la formule z’ = cz (c étant un nombre 
réel positif) on peut transformer non seulement un seul 
point, mais une figure P toute entière. Cette transformation 
est une homothétie de centre À et de rapport d'homothétie 
égal à c. Dans le cas où P est un polygone, la”figure trans- 
formée P' est également un polygone, qui est sembla- 
ble à P. 


19 Supposons maintenant que, dans la formule z” = ze, 

c ne soit pas un nombre positif. Admettons d’abord que 
[c| = 1. Dans ce cas, toute l'opération de la multiplication 
se ramène à une rotation du vecteur Az autour du point À 
d'un angle égal à l'argument de z. Si l’on applique cette 
opération à chaque point z de la figure P, la figure P tout 
entière se trouvera tournée d'un angle arg c autour du point À. 
Par conséquent, au moyen de la formule 2° — cz, où 
|c| = 1, toute figure P se transforme en figure P”, obtenue 
à partir de P par rotation autour du point À d'un angle arg c. 
Prenons, par exemple c = i; étant donné que arg i — 90°, 
la transformation z' — iz se ramène à une rotation de 90° 
de la figure autour du point À. La figure 24 représente ce 
que devient un triangle dans cette transformation. 

Si, dans la formule z° = cz on n'introduit pas la condi- 
tion |c| — À, mais que l'on considère seulement c comme 
un nombre complexe quelconque (non positif et différent 
de zéro), la transformation correspondante de la figure P 
pourra être effectuée en deux étapes. On procède d'abord 
à une dilatation de |c| fois, ce qui transforme la figure P 
en une figure homothétique P1, puis on fait tourner P,; 
autour du point À d'un angle arg c. 

La figure 25 montre ce que devient le triangle P par la 
transformation 2° — . z (ici | — L et arg 7 = 90°). 
9 Dans les formules 2° = z + a et 2° — cz, on peut 

considérer z comme une variable indépendante et 2° 
comme une fonction. Ce sont des fonctions élémentaires 
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d'une variable complexe z. En effectuant sur z et des nombres 
complexes constants quelconques les opérations d'addition, 
soustraction, multiplication, division, ainsi que d'élévation 
à une puissance (nous regardons cette dernière comme une 
multiplication répétée), nous obtiendrons d’autres fonctions 
de z, par exemple : 


/ 


1 
z!=— ou z'—=2+cz+td, ou z°=— 


z—a 
2" etc. 
Toutes ces fonctions d’une variable complexe sont dites ration- 
nelles; elles sont appelées ainsi parce que les opérations au 
moyen desquelles ces fonctions sont définies (addition, 
soustraction, multiplication et division) sont elles-mêmes 
dites rationnelles. Toutes les fonctions de la variable comple- 
xe ne se réduisent pas aux fonctions rationnelles ; on peut, 
par exemple, définir et étudier des fonctions de la forme 
2 — ÿ/2, 2 — a, z' = sinz, etc. Toutefois, nous nous 
contenterons, dans ce livre, des fonctions rationnelles et 
même des plus élémentaires d’entre elles. 


2 Nous avons vu qu'aux fonctions z° = z + a et z” — cz 

correspondent des transformations géométriques déter- 
minées des figures sur un plan. Précisément, si la variable z 
parcourt les points de la figure P, la fonction z =z+a 
parcourt les points de la figure P” obtenue à partir de P 
par translation d’un vecteur a et la fonction z° = cz par- 
court les points de la figure P” obtenue par transformation 
d'homothétie de rapport |c| et rotation autour du point À 
d'un angle arg c. Par conséquent, on peut dire que la fonc- 
tion z° — z + «a effectue une transformation de translation 
et la fonction z° = cz, une transformation d’'homothétie et 
de rotation (si c est un nombre réel positif, la chose se ramè- 
ne à une homothétie seulement ; si |c| — 1, mais c Æ 1, 
à une rotation seulement). La question se pose de savoir ce 
qu'on peut dire des transformations effectuées par d'autres 
fonctions d'une variable complexe, en particulier, par des 
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fonctions rationnelles. Nous nous occuperons de cette ques- 
tion aux dernières pages de ce livre. Et pour que le lecteur 
comprenne qu'une telle occupation n'est pas oiseuse, nous 
lui dirons ici déjà que les transformations effectuées par des 
fonctions rationnelles d’une variablo complexe, se distin- 
guant par la surprenante diversité et la richesse de leurs 
propriétés géométriques, ont, cependant, quelque chose 
de commun. Précisément, bien que dans ces transformations 
la grandeur et l’aspect de la figure sont, il est vrai, modifiés, 
les valeurs des angles entre n'importe quelles lignes de la 
figure envisagée restent invariables ?). 

Dans les cas particuliers des fonctions z° — z + a ou 
z' = cz, l'invariabilité des angles dans les figures transfor- 
mées découle directement du fait qu'il s'agit ici de transfor- 
mation de translation, d'homothétie ou de rotation. Il est 
remarquable que le même phénomène s’observe également 
dans les transformations au moyen de toute fonction ration- 
nelle d'une variable complexe, ainsi que pour de nombreuses 
autres fonctions plus générales et plus compliquées d’une 
variable complexe, dites analytiques. Mais nous n'avons 
pas la possibilité de parler de ces dernières dans le cadre de 
ce petit livre. 


2 9 Les transformations géométriques, dans lesquelles reste 
invariable la valeur des angles entre deux lignes, 
n'importe lesquelles, contenues dans la figure transformée, 
s'appellent transformations conformes; on les appelle plus 
souvent encore représentations conformes. 
Des exemples de représentations conformes sont données 
par la translation, l'homothétie et la rotation examinées 
plus haut. Nous en donnerons d'autres plus bas. Pour l'ins- 


1) A strictement parler, il peut y avoir certains points tels que les 
angles ayant leur sommet en ces points se modifient et s'accrois- 
sent do 2, 3 fois ou d’une manière générale d'un nombre entier 
do fois. Mais de tels points font exception à la règle générale. 
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tant, nous allons montrer ce que signifie la condition, en- 
trant dans la définition d'une représentation conforme, de 
l'invariabilité des angles entre deux lignes, n'importe les- 
quelles, contenues dans la figure envisagée. Considérons le 
carré ABCD attenant aux axes Az et Ay (fig. 26). Transfor- 
mons-le en une autre figure de façon que l’abscisse x de 
chaque point reste inchangée, tandis que l’ordonnée y soit 
doublée. Le point Æ sera alors transformé en X” et ZL en L. 
Si tous les points du carré subissent la même transformation, 
il est évident que le carré ABCD se transformera en rectan- 
gle ABC'D” de même base et de hauteur double. Le côté AB 
se transforme en lui-même, (tous les points restent à leur 
place, car leurs ordonnées sont égales à zéro et le restent 
après avoir été multipliées par 2), AD se transforme en AD”, 
DC en D'C' et BC en BC’. Naturellement, les angles entre 
les côtés restent des angles droits, c'est-à-dire qu'ils ne 
changent pas. Examinons, cependant, l'angle BAC entre 
le côté AB et la diagonale AC de notre carré (fig. 26); cet 
angle est égal à 45°. Par suite de la transformation, le côté 
AB reste à sa place, mais la ligne AC passe à la ligne AC” 
(pourquoi?). Par conséquent, l’angle BAC se transforme 
en un autre angle, plus grand, BAC", c'est-à-dire qu'il ne 
reste pas inchangé. Si, au lieu de l'angle BAC, on prend 
l'angle PQOC ayant son sommet en un autre point quelconque 
Q du carré ABCD (fig. 27), il sera facile de montrer que cet 
angle se modifie aussi dans la transformation considérée. 

La conclusion est la suivante : bien que les angles du car- 
ré ABCD n'aient pas changé au cours de cette transformation 
(ils étaient et restent droits), la transformation n'est pour- 
tant pas conforme car pour tout point appartenant à ABCD 
on peut montrer un angle ayant son sommet sur ce point 
qui varie (augmente) au cours de cette transformation. 


9 9 Avant d'aller plus loin, il est nécessaire d'expliquer 
au lecteur ce que l’on entend par angles entre deux lignes 
courbes QR et QP se coupant en un certain point Q (fig. 28). 
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Prenons sur la courbe QP un point Q, quelconque, dis- 
tinct de Q, et menons la sécante QQ:. Exactement de même, 
prenons sur la courbe OR un point @, distinct de Q et menons 
la sécante 00. La valeur de l'angle Q,00, peut être consi- 
dérée comme une valeur approchée de l'angle curviligne POR. 
Plus les points Q; et Q, se rapprocheront du point Q, plus 
les sécantes se serreront contre les courbes QR et OP au 
voisinage du point Q. C'est pourquoi l'angle Q,Q0, peut 
être aussi considéré comme une valeur de mieux en mieux 
approchée de la valeur de l'angle formé par les courbes au 
point Q. Si Q, se déplace sur la courbe PQ et Q, sur la courbe 
QR, en se rapprochant indéfiniment de @, les sécantes Q0Q: 
et (0: tourneront autour du point @ en se rapprochant des 
positions limites QT, et QT: Les rayons QT; et OT, se 
serrent contre les courbes au voisinage de ce point plus 
étroitement que tout autre rayon passant par Q. Ce sont les 
tangentes aux courbes QP et QR et l'angle TiQT, qu'elles 
forment est pris comme mesure de l'angle au point Q entre 
les courbes QP et QR. Donc, l'angle entre deux courbes se 
coupant en un certain point est l'angle formé par les tangentes 
menées aux courbes en ce point. 

Cette définition s'applique également dans le cas d'un 
angle formé au point Q par une certaine courbe QP et une 
droite QR (fig. 29). Soit QT; la tangente à QP au point Q. 
Pour pouvoir se servir de la définition, il faut aussi substi- 
tuer à la droite QR Ia tangente à cette droite. On comprend 
aisément que la tangente à la droite QR coïncide avec cette 
droite même. En effet, pour obtenir une sécante, il faut 
prendre sur QR un point @, distinct de Q et mener une droite 
passant par Q et Qi. On voit aussitôt que ce sera la droite 
QR elle-même. Si Q; se rapproche de @, la sécante trouvée 
reste la même. C’est pourquoi la tangente, position limite 
d'une sécante, est de nouveau la droite QR. Par conséquent, 
l'angle entre la courbe QP et la droite QR doit être compris 
comme l'angle entre la tangente QT; à la courbe QP au 
point Q et la droite QR elle-même. Il peut se produire que 
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Fig. 28 


Q; 


Q 


Fig. 29 


OR soit la tangente à QP (c'est-à-dire qu'elle coïncide avec 
QT ;) ; l'angle entre QZ? et QP devicnt alors égal à zéro. Par 
conséquent, l’angle au point Q entre la courbe et sa tangente 
en ce point est égal à zéro. 


9 / Les représentations conformes ont de nombreuses 
applications. Par exemple, elles sont utilisées en carto- 
graphie pour dresser des cartes géographiques. 

Toute carte géographique représente une région de la 
surface terrestre sur un plan (une feuille de papier). Dans 
une telle représentation, les contours des continents, des 
mers et des océans subissent une altération plus ou moins 
grande. Le lecteur se rendra facilement compte qu'il est 
impossible de redresser et d'étendre sur un plan sans dila- 
tation ou compression, sans ruptures ou plis une partie de 
surface sphérique (une partie de balle de ping-pong brisée, 
par exemple). Pour la même raison, il est impossible de 
représenter sur un plan, sans la déformer, une partie de la 
surface terrestre (que l’on peut considérer comme sphérique), 
c'est-à-dire de dresser une carte. Cependant, il s'avère que 
l'on peut dresser une carte sans modifier la valeur des angles 
entre différentes lignes sur la surface de la Terre. 

Supposons que nous ayons à faire une carte de l'hémis- 
phère nord, sur laquelle tous les angles entre différentes 
directions sur la surface terrestre soient représentées grandeur 
nature. Pour se rendre compte démonstrativement com- 
ment on peut le faire, imaginons-nous un grand globe d'une 
matière transparente quelconque, en verre par exemple, 
peinte de couleurs opaques, de façon que seuls les contours 
des continents, des pays et des mers de l'hémisphère boréal, 
ainsi que le réseau dee méridiens et des parallèles ne soient 
pas recuuverts de peintire et restent, par conséquent, 
transparents. De plus, on peut ne pas peindre les côtés 
(curvilignes) d’un angle PQR quelconque ayant son sommet 
en n'importe quel point de l'hémisphère nord. Si, au pôle 
sud du globe, on fixe en la soudant une ampoule électrique 
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Fig. 30 


petite mais brillante et si on place devant le globe un écran 
perpendiculairement à son axe, dans une chambre noire 
nous verrons sur l'écran la carte des contours de l'hémisphère 
nord (fig. 30). On peut démontrer que sur une telle carte 
(appelée carte en projection stéréographique) tous les angles 
entre n'importe quelles lignes sur le globe dans l'hémisphère 
nord sont représentés grandeur nature. En particulier, 
cela est vrai pour l'angle POR. 


9 5 Nous avons relaté plus haut comment on peut obtenir 

la carte de l'hémisphère nord en conservant la grandeur 
naturelle de tous les angles. Si la source lumineuse (l’am- 
poule électrique) d’où partent les rayons de projection, est 
située, non pas au pôle sud, mais au pôle nord, on obtiendra 
de la même façon la carte de l'hémisphère sud en conservant 
à tous les angles leur grandeur naturelle. Chacune des cartes 
obtenues de cette façon représente une certaine figure plane ; 
si on la soumet à une représentation conforme, elle se trans- 
forme en une nouvelle figure que l’on peut aussi considérer 
comme une Carte géographique. Etant donné que, dans une 
représentation conforme, les angles ne sont pas modifiés, 
sur la nouvelle carte les grandeurs naturelles des angles 
entre les directions sur la surface de la Terre seront conservées. 
La figure 31, à gauche, représente la carte du Groenland 
en projection stéréographique ; à droite, la carte obtenue 
à partir de la première en appliquant à tous ses points 
une transformation d'après la formule : 


z'—log.|z|4-iargz. 


Ici, en qualité de base de logarithmes on prend le nombre 
népérien e — 2,71828 . .., et arg z est mesuré, non pas en 
degrés, mais en radians. 

Nul doute, cette formule semble artificielle et compli- 
quée. Nous n'avons pas la possibilité de l’examiner ici en 
détail et de vérifier que la transformation faite avec son 
aide est réellement conforme. Disons seulement que la carte 
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obtenue par cette transformation a été dressée, il y a environ 
400 ans, par le savant hollandais Mercator. Depuis, elle 
a été largement utilisée dans la navigation. Ses avantages 
sur la carte en projection stéréographique est qu'ici, non 
seulement les méridiens, mais aussi les parallèles sont re- 
présentés par des lignes droites; bien plus, tous les chemins 
sur la surface de la Terre le long desquels l'aiguille de la 
boussole garde une orientation invariable (loxodromies) 
sont ici également représentés par des lignes droites. 


9 Les applications les plus importantes des représenta- 

tions conformes se rattachent aux problèmes de physique 
et de mécanique. Dans de nombreux problèmes où il s’agit, 
par exemple, d’un potentiel électrique en des points de l’es- 
pace entourant un condensateur chargé, ou de la température 
autour d’un corps chauffé, des vitesses des particules de 
liquide ou de gaz dans un flux se mouvant dans un certain 
canal en contournant un obstacle quelconque, etc. il faut 
savoir calculer le potentiel, la température, les vitesses, 
etc. De tels problèmes peuvent être résolus sans grande diffi- 
culté quand les corps qui y figurent sont d'une forme simple 
(des plaques planes, des cylindres ronds, par exemple). 
Pourtant, il faut savoir faire les calculs dans de nombreux 
autres cas. Par exemple, pour faire les calculs d’un avion 
qu'on veut construire, il faut savoir calculer les vitesses 
des particules d'air dans le flux qui s'écoule autour de l'ai- 
le À. 

L'aile d'avion en coupe transversale (profil d’aile) a 
l'aspect représenté sur la figure 32,a. Cependant, le cal- 
cul des vitesses se fait avec une simplicité particulière quand 
la coupe transversale du corps contourné est un cercle 


1) Au cours du vol de l'avion, il est évident que se meuvent les 
particules d'air et l'aile même. Toutefois, en s'appuyant sur les 
lois de la mécanique, on peut ramener toute la recherche au cas où 
l'aile est immobile et qu'un flux d'air se lance sur elle et la con- 
(tourne. 
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(c'est-à-dire quand le corps même est un cylindre) 
(fig. 32,b). 

Or, il s'avère que pour ramener le problème des vitesses 
des particules du flux d'air contournant l'aile de l'avion 
au problème plus simple de l'écoulement autour d'un cylin- 
dre, il suffit de transformer de façon conforme la figure 
hachurée de la fig. 32,a (extérieur du profil d'aile) en la 
figure hachurée sur la fig. 32,b (extérieur d'un cercle). Cette 
transformation se fait au moyen d’une certaine fonction de 
variable complexe. La connaissance de cette fonction permet 
de passer des vitesses dans un flux contournant un cylindre 
rond aux vitesses dans un flux s’écoulant autour d'une aile 
d'avion et, par conséquent, de résoudre complètement le 
problème posé. 

D'une façon analogue, une représentation conforme per- 
met de ramener la résolution du problème du calcul d'un 
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potentiel électrique et des températures au cas d'un corps 
de forme arbitraire (de n'importe quel profil en coupe) aux 
cas élémentaires où le problème est déjà résolu. Le passage 
inverse à l’espace entourant initialement les corps électrisés 
(ou chauffés) donnés est obtenu à l'aide de la même fonction 
de variable complexe par laquelle est réalisée la représenta- 
tion conforme. 


97 Tout ce qui a été dit ci-dessus sur l'application de la 
représentation conforme aux problèmes de cartographie, 
de mécanique et de physique ne s’est accompagné d'aucune 
démonstration. Nous ne pouvons pas donner les démonstra- 
tions dans ce petit livre, car, pour les comprendre, il fau- 
drait que le lecteur ait des connaissances que seules les écoles 
supérieures peuvent fournir. 

Jusqu'à la fin de notre livre, nous nous occuperons de 
fonctions rationnelles élémentaires au moyen desquelles 
on peut accomplir certaines représentations conformes. Voi- 


ci les fonctions dont il s'agit: 1) z° — — (fonction homo- 


graphique); 2) z° =}; 3) 2 = + (z +=) . La dernière 
porte le nom du célèbre savant russe Nicolaï Egorovitch 
Joukovski (1847-1921) que Lénine a appelé justement « père 
de l'aviation russe ». Cette fonction est dite fonction de 
Joukovski, car celui-ci l’a appliquée avec succès à la résolu- 
tion de certains problèmes de la théorie de l'avion; il 
a montré, en particulier, comment on pouvait, au moyen de 
cette fonction, obtenir certains profils d’aile d'avion pré- 
sentant une importance théorique et pratique. 

Nous reviendrons sur l'application de la fonction de 
Joukovski. 


z—bd 
Ici a et b sont des nombres complexes non égaux entre 
eux. Montrons qu'au moyen de cette fonction, tout arc PLQ 


28 Commençons par la fonction homographique 3! = =— 
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de la circonférence réunissant les points a et b se transforme 
en un certain rayon rectiligne P’L' issu de l'origine des 
coordonnées, de façon que l’angle entre le sens positif de 
l'axe réel et ce rayon soit égal à l'angle entre la direction 
de baN et la tangente à l'arc de circonférence au point a 
(fig. 33). 

Supposons que le point z soit situé sur l'arc PLQ (fig. 33, 
à gauche); démontrons que son image (c'est-à-dire le point 

«a 


Z — . 
correspondant 3° — =——}) doit se trouver sur le ravon P'1; 
z— b 


(fig. 33, à droite). Pour construire le vecteur z’, il faut con- 
naître sa longueur (1z°|) et l'angle d'inclinaison sur la 
partie positive de l'axe réel (arg z°). Mais z° est le quotient 
des nombres complexes z — «a et z — b, représentés par les 


vecteurs PI? et QAR. C'est pourquoi | z°7| — = ct arg z° 


est égal à l'angle SPR (le vecteur PS a la même longueur 
et le même sens que QR) mesuré dans le sens de PS vers PR. 


MN TS 
Il est évident que SPR = QRP et, par conséquent, il est 
mesuré par la moitié de l'arc QMWZP. L'angle NPT cest mesuré 
aussi par la moitié du même arc. C'est pourquoi arg z° — 

ATOS MS PT 
— SPR = QRP = NPT =. Donc, pour toute position 
des points z sur l'arc PLQ, les points correspondants z° — 

z2— € A . pe 

7, ont le même argument ®. Or, ceci signifie que tous 
ces points sont situés sur le même rayon P"L' incliné sur la 
partie positive de l’axe réel sous un angle œ. 

Cette déduction est valable également dans le cas où 
PLQ n'est pas un arc de circonférence, mais un segment 
rectiligne PQ. Il faut alors considérer l'angle q égal à 180° 
et le ravon P'L" comme coïncidant avec la partie négative 
de l’axe réel (fig. 34). En effet, si z est situé sur le segment 
PQ, les vecteurs représentant z — a et z — b sont orientés 
dans des sens directement opposés. Il en découle que le quo- 
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Fig. 33 
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Fig. 34 nu ; 
tient z' = 2 est un nombre réel négatif, c'est-à-dire que z’ 


z—b 
est situé sur la partie négative de l'axe réel. 

Nous avons démontré que les images des points de l'arc 
PLQ sont situés sur le rayon P'L’. Mais remplissent-elles 
tout le rayon P'L' ou bien reste-t-il, sur ce dernier, des 
points qui ne sont l’image d'aucun point de l'arc PLO ? 
Nous allons montrer que les images remplissent le rayon 
tout entier. 

Commençons par le point P’ (origine des coordonnées) ; 


ce point est l’image du point P, puisque z' — — devient 


nul pour z = a. Prenons un autre point z° quelconque sur 
le rayon P'L (fig. 85), distinct de P’ (c'est-à-dire z° 3 0). 
I1 est évident que z’ ne peut être un nombre réel positif, 
étant donné que le rayon P'L’ ne coïncide pas avec la partie 
positive de l'axe réel. 

Considérant z comme une inconnue, résolvons l'équation 


’ 


z2—a % ? ’ 
32 =-—7% par rapport à z; nous trouvons 22 —7Zz b — 
9 LE z'b—a 
= Z—a, d'où z — TL * 


situé sur P'L' il existe une et une seule valeur de z telle que 
z = +, c'est-à-dire telle que z° soit l'image de z. Mais 


où est situé ce point z ? Peut-il se faire qu'il ne se trouve pas 
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Donc, pour chaque point 2° 


Fig. 35 


sur PLQ ? Nous allons nous rendre compte que cela est im- 
possible. Tout d'abord, le point z ne peut être situé sur 
la droite qui est le prolongement du segment PQ (en dehors 
de ce segment). Dans le cas contraire, z — a et z — b au- 
raient les mêmes arguments et z° = — serait un nombre 
positif. Mais si z ne se trouve pas sur la droite indiquée en 
dehors du segment PQ, P et Q peuvent être réunis par un 
arc de circonférence de façon que cet arc passe par z (si 
l'on suppose que le point z se trouve sur le segment PQ, 
au lieu d'arc il faut prendre ce segment même). Désignons 
cet arc par PL:Q ; comme il est distinct de PLO, la tangente 
à cet arc au point P formera, avec la direction baN un angle 
Pi, non égal à œ (fig. 35). C'est pourquoi la valeur de la 
fonction z° — —; en ce point doit être représentée par 
un point du rayon P"L! incliné sur la partie positive de l'axe 
récl sous un angle @, et, par conséquent, ne coïncidant pas 
avec P'L'". Nous sommes parvenus à une contradiction, 
étant donné que le point z° distinct du point P” doit se 
trouver à la fois sur le rayon P'L’ et le rayon P°L;. Donc, 
nous avons démontré que tout point z° situé sur P'L" est 


l'image d'un seul point z (z' = —) et que, de plus, z 


se trouve sur PLQ. Il en découle que si le point z° parcourt 
le rayon P'L”, le point z qui lui correspond et qui est défini 


, . Z—a 
par l'équation 7° — ==; Parcourra l'arc PLO. 


Nous allons montrer, enfin, que lorsque z décrit l'arc 
PLQ en se déplaçant toujours dans le même sens du point P 
vers le point @, le point z° décrit le rayon P'L" également 
toujours dans le même sens en s'éloignant indéfiniment du 
point P”’. Il suffit, pour cela, de démontrer que la distance 
D'R' 1e |z'| ES |z—a| … PR — sin f 


ol OR un (voir fig. 33) croît 
dans ce mouvement du point, en prenant des valeurs indé- 
finiment grandes. Mais @q + «a + f — 180°, d'où fB — 
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= 480° — (4 + p), sin f = sin (&œ + p) — sin &« cos p + 


+ cos a sinp et, par conséquent, PR" — |z'| — 
sin &œ COos cos & sint ; 
— Ma 008 PH P0S à Ep = cos p + sin  ctg a. Quand le 


point z se meut sur PLOQ de P vers ©, l'angle & diminue 
de 180° — p à zéro et l'angle œ reste invariable. C'est 
pourquoi ctg & croît de la valeur —ctg @ à + et | z°| — 
— Cos p + ctg « sin p croît également (en raison de la 
positivité du nombre sinœ) de la valeur cos ® — 
— ctg p sin = 0 jusqu'à + co. 


29 Considérons une circonférence PLM quelconque pas- 
sant par le point a, mais ne passant pas par le point b 
(fig. 36). Soit o l'angle entre la tangente au point a et la 
direction baN. Menons par les points a et b une circonférence 
auxiliaire pour laquelle la tangente au point a formera, avec 
la direction baN, un angle œ + 90°. Cette circonférence 
aura avec le premier une intersection en un certain point E; 
désignons par c le nombre complexe représenté par ce point. 
Z—4a 
z—b 
la circonférence PLM se transforme en circonférence P'L'M' 
(fig. 36) s'appuyant, comme sur un diamètre, sur le segment 
P'E" où le point P” représente le nombre 0, et le point Æ", 
le nombre c' — > . De plus, la tangente à la circonfé- 
rence P'L'M" au point P” forme avec le sens positif de l'axe 
réel un angle +. 

Donc, nous nous apprêtons à démontrer que pour tout 


point z situé sur PLM, le point correspondant z' =, 
se trouve sur une circonférence P'L'M' pour laquelle le 
a 


point Oet le point c” — — sont les extrémités du dia- 
mètre. Il est évident qu'il suffit de montrer qu'à partir 


de tout point z° — — (à condition que z soit situé sur 


Nous allons montrer qu'au moyen de la fonction z’ — 
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Fig. 36 b 


PLAT) le segment P'E" est vu sous un angle droit, c'est-à-dire 
que l'angle £"R"P' est égal à un angle droit ?). Mais l'angle 
E'R"P" est formé par les vecteurs ER" et P"R" représentant 
les nombres 2° — c’ et z’; il est égal à l'angle S'P°"AR" (le 
vecteur P'S’ a la même longueur et le même sens que Île 
vecteur £’R'), mesuré dans le sens de P'S” vers P'R". Ce 


Q ? + p4 , . , 
dernier angle est égal à arg-—, Cesl pourquoi l'angle 


P'R'E" qui nous intéresse coïncide également avec l'argu- 


ment du nombre 


z' du. z 
—, c'est-à-dire PRE" = arg -—, 
Zz —C FA 


U 


. Z . CCS 
Transformons l'expression ——; en substituant RE À 
— 4 
et 5 à c’. Nous obtenons: 
2, 2-0. (2=< c—a\  z—a , (2—c)(a—b) 
2—ce" _2—b * \z—b c—b ) O2 b ‘ (2—b)(c—b) 


r + + 2—û b—a 
Nous avons posé ici —7 — z” et a b". Il est 


évident que z” est également une fonction homographique 


Q Zz—«l Q . . 
de z. Cette fonction z" — = distingue de notre fonction 
ue z—a : . . 
initiale z° — — seulement par la substitution du point c 


au point b. Ce que nous avons dit au $ 28 peut être appliqué 
à la nouvelle fonction. Si un point z se trouve sur l'arc de 
circonférence réunissant a et c, le point z” doit se trouver 
sur un Certain rayon rectiligne issu de l'origine des coordon- 
nées. De plus, si la tangente à l'arc de circonférence au 
point a forme avec la direction caU un certain angle &, le 
rayon rectiligne correspondant forme également avec la 


Parce que les points du plan à partir desquels le segment donné 
est vu sous un angle droit sont situés sur une circonférence cons- 
truite sur ce segment pris comme diamètre. 
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direction positive de l'axe réel un angle «; en d’autres 
termes, l'argument z” est égal à &. Etant donné que le point 
z se trouve sur un arc de la circonférence PLE passant par 
les points a et c et que l'angle entre la tangente PT, à cette 
circonférence et la direction caU est égal à B + œ (fig. 36, a), 
l'argument du nombre z” = — doit être aussi égal à 
B + œ pour toutes les positions de z sur l'arc PLE, D'autre 
part, le point b est situé sur l'arc PVE de la circonférence 
réunissant les points a et c. La tangente PT, au point a 
de cet arc forme un angle (B + œ) — 90° avec la direction 
caU (en valeur absolue, cet angle est égal à 90° — (B + op), 
mais on voit sur la figure 36,a que, dans notre cas, il est 
mesuré dans le sens négatif et, par conséquent, on doit le 
prendre avec le signe —). C'est pourquoi la valeur de la 


e Q z—4u « 
fonction homographique _ correspondant à 2 = b, 


« Q n b— Q A Lé Lé 
c'est-à-dire le nombre b” — — doit être représenté 
par un point du rayon issu de l'origine des coordonnées 
sous un angle (B + q) — 90° par rapport au sens positif de 
l'axe réel, c'est-à-dire arg b”" — (B + œ) — 90°. 

Rappelons que nous voulions définir l'angle 


F z’ 2 
Nous avons trouvé que -— = ;; et, de plus, que 
z'—c b ! 


argz—fB+œp, argb”=(B+p)— 90; 


il en découle que arg L = 90° (fig. 37) et 


’ " 


F4 


 . 2 o 
P'R'E"--arg rs = arg pr = 90°. 


Donc, de chaque point 2° — — le segment P'E" est 
vu sous un angle droit. Ceci signifie que le point z° est situé 
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90°—(r+h) 


Fig. 37 


sur le cercle P'L'M" dont le segment P'E" est le diamètre ). 

Il faut encore démontrer que la tangente à cette cir- 
conférence au point P’ forme, avec le sens positif de l’axe 
réel, un angle œ®. Pour cela, il suffit de montrer que l'angle 


entre le diamètre P'E" et cette direction de l'axe est égal 
Q .e Q — 
à o + 90°. Ce dernier angle coïncide avec arg c” = arg — 
Mais le point c se trouve sur l'arc PEQ de la circonférence 
1) Dans la démonstration, nous avons pris un point z sur l'arc PLE ; 
le point z’ correspondant tombe alors sur la demi-circonférence 
_P'L'E". Si l'on prend le point z sur l'arc E MP, la démonstration 

ne change en rien; il faudra seulement remarquer que la direction 

de la tangente à cet arc au point a est directement opposée à PT. 
Ceci signifie que arg z” sera égal non pas à f + p, mais à f + 

’ 


+  — 180°. C'est pourquoi, pour l'angle P'R'E" — arg ms 


nous obtenons la valeur (B + æ — 180°) — (PB + p — 90°) — 
— —90°, Ceci correspond à la position du point z° sur la demi- 
circonférence E°’M"P”. 
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réunissant les points a et b. Etant donné que la tangente à cet 
arc au point a forme avec la direction baN un angle 90° + , 


. C—a . 
le point c” = > doit se trouver sur le rayon formant 


également avec la direction positive de l'axe réel un angle 
90° + @, c'est-à-dire arg c” = 90° + @, ce qu'il fallait 
démontrer. 


20 Elucidons, par un exemple, en quoi se transforme la 
figure hachurée sur la fig. 38, à gauche, dans une re- 


production au moyen de la fonction z' =. Cette fonc- 
tion est de la forme — où a = 1 et b — —1. Etant donné 


que l'arc PLQ passe par les points 1 et —1 et forme au point 
a = À un angle @ avec la direction QPN, d'après le $ 28, 
il se transforme en rayon P'L issu de l'origine des coordon- 
nées et formant également un angle @ avec le sens positif 
de l'axe réel. L'arc PQ réunit les mêmes points 1 et —1, 
mais il forme au point a — 1 un angle @ — 180° avec la 
direction QPN (en valeur absolue, cet angle est égal à 
180° — æ; nous avons tenu compte, toutefois, qu'il est 
mesuré dans le sens des aiguilles d’une montre, donc, dans le. 


sens négatif). C’est pourquoi la fonction z° — 2° transfor- 
7 


me l'arc PMQ en rayon P'M'issu de l'origine des coordonnées 
et formant un angle @ — 180° avec le sens positif de l'axe 
réel. Il est évident que les rayons P'L' et P'M'" constituent 
ensemble une droite; par conséquent, la fonction z' — _— 
transforme -la circonférence PLONM tout entière (composée 
des arcs PLOQ et PMO) en toute la droite M'P'I;. 
Menons par les points ? et Q l'arc d'une circonférence 
auxiliaire pour laquelle la tangente au point P forme avec 
QPN un angle ® + 90°. Cet arc a, avec la circonférence 
PRS, une intersection au point Æ. D'après le $ 28, l'arc PEQ 
z— {1 


est transformé par la fonction z° = jen rayon issu du 
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point P° et incliné sur le sens positif de l'axe réel sous un 
angle de @ + 90°. De plus, le point Æ se transforme en un 
certain point Æ£”’ de ce rayon. D'après le $ 29, la circonférence 


LA e 2 —* 
PRES est transformée par la fonction z = = en une 


circonférence P’R'E"S" construite sur le segment P'E" comme 
diamètre. Donc, par transformation, la circonférence PLOM 
devient une droite M'P'L' et la circonférence PRES, tan- 
gente à la première intérieurement, devient la circonférence 
P'R'E'S", tangente à la droite M'P'L" au point P'. Peut- 
on admettre que nous ayons déjà résolu le problème de la 
transformation de la figure hachurée au moyen de la fonction 
Fr ET Non, le problème n'est pas encore entièrement 
résolu : en effet, nous avons seulement trouvé ce que devient 
le contour de cette figure, mais il faut suivre encore la 
transformation des points de la figure inclus entre les circon- 
férences PRES et PLONI. 

Pour élucider ce côté de la question, remarquons que 
toute la figure hachurée pourrait être remplie de circonfé- 
rences tangentes à PLOM au point P et comprises entre 
PRES et PLOM. Elles couperont l'arc PEQ en des points 
situés entre E et Q. La figure 38 représente en pointillé 
trois parmi l'infinité de telles circonférences, coupant l'arc 
PEQ en des points £i, E, et E3. Si nous suivons en quelles 
lignes se transforment ces circonférences au moyen de la 


. z— 1 Q #? 
fonction 2’ — y nous pourrons nous faire également 


(l 
une idée de la forme de la figure remplie par toutes ces lignes. 
Ce sera la figure transformée. 

Mais en appliquant les déductions du $ 29, nous con- 
cluons que la circonférence PR.E,S, se transforme en circonfé- 
rence P'AE;S;, la circonférence PR2E:S2 en P'R;E:S: et 
ainsi de suite. 

A la fin du $ 28, nous avons montré qu'à mesure que le 
point z se déplace le long de l'arc PQ, en se rapprochant 
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de ©, le point z° qui lui correspond se déplace sur un rayon 
en Ss'éloignant de plus en plus du point initial P’. Il en 
découle que si le point £, est plus rapproché de Q que le 
point Æ, le point Æ,, image du point £», se trouve sur le 
rayon plus loin de P” que le point Æ;, image du point Æ1. 
C'est pourquoi le diamètre P'E; de la circonférence 
P'R;E:S,, image de la circonférence PR:E:82, doit être 
plus grand que le diamètre P'E£) de la circonférence 
P'R'E;S;, image de la circonférence PR;E:S;, comme le 
montre notre figure. Si l'on prend une circonférence 
PR;,ËE;S 3 coupant PEQ suffisamment près de Q on peut arri- 
ver à ce que son image P'R:E:S, ait un diamètre aussi 
grand que l'on veut. Il est clair que toutes les images des 
circonférences telles que PR;EiS:,, PR2E2S», PR3E38S3, 
etc., remplissant la figure hachurée sur la fig. 38, à gauche, 
rempliront à leur tour la figure hachurée sur le même dessin 
à droite. Elle est l’image de la figure initiale transformée 

; , z— Î : z— ] 
par la fonction z — ant Donc, la fonction 3 — Pre] 
transforme la figure limitée par deux circonférences (fig. 38, 
à gauche) en une figure limitée par une droite et une cir- 
conférence (fig. 38, à droite). 


31 Occupons-nous maintenant de la transformation par la 
fonction z' = z°. Dans le renvoi de la p. 202, nous avons 
prévenu le lecteur qu'une exception était possible à la 
règle générale de la conservation des angles dans les transfor- 
mations par des fonctions rationnelles. Précisément, les 
angles ayant leur sommet en certains points particuliers 
peuvent varier de plusieurs fois. Dans le cas donné, un tel 
point particulier existe, c'est l’origine À des coordonnées. 
Nous allons montrer que tous les angles ayant leur sommet 
en À sont doublés par la transformation z° = 2°. 
Prenons un rayon A issu du point À et formant un 
angle p avec la partie positive de l'axe réel (fig. 39). Pour 
chaque point z se trouvant sur ce rayon, arg z = @. Etant 


228 


o R : Z NN NN IN | 
S & NES N _ 
AN SR 


Fig. 39 


donné que le vecteur 2° = z? — z:z est obtenu à partir du 
vecteur z par dilatation de |z| fois et rotation d’un angle 
arg Z—=®, il s'ensuit que |z'| = |z|l:|z| — |z|° et 
arg Z° = arg 4 + argz — 29. C'est pourquoi le point z’ 
doit se trouver sur le rayon A’AJ" issu du point À’ et formant 
avec la partie positive de l’axe réel un angle 29. Si le point z 
se déplace le long de AN à partir de À et au-delà en s’en 
éloignant indéfiniment, le point z’ correspondant se dépla- 
cera le long de A’A” à partir du point À’ et au-delà, en s'en 
éloignant indéfiniment, la distance de z° à À’ restant toujours 
égale au carré de la distance de z à À (|[z°| = |z/°). 

Il en découle que la fonction z° — z° transforme le rayon 
AT en rayon AM" incliné sur l'axe À’x° d’un angle deux 
fois plus grand par rapport à l'angle d'’inclinaison initial. 

On comprend aisément que le rayon AP formant avec Ax 
un angle ® + 180° (AJ et AP sont sur la même droite) est 
transformé par la fonction z° — z° en ce même rayon A’M". 
En effet, si on double l'angle @ + 180°, on obtient 29 + 
+ 360°; le rayon incliné de cet angle sur A'’x’ coïncide 
avec AM”. 

Regardons en quoi est transformée par la fonction z° — z°? 
la figure hachurée sur la fig. 39, à gauche; on l’appelle un 
demi-plan. On peut considérer le demi-plan comme rempli 
d'une infinité de rayons issus de À et inclinés sur Az sous 
des angles plus grands que @, mais moins grands que @ + 
+ 1480°. Les rayons AM et AP constituent la frontière du 
demi-plan, (une droite) ; nous ne considérerons pas ces rayons 
comme faisant partie du demi-plan lui-même. La fonction 
z' = z° transforme les rayons appartenant au demi-plan 
en tous les rayons possibles issus de À” et inclinés sur À'x 
sous des angles plus grands que 2p, mais moins grands que 
2 + 360°. 

Il en découle que le demi-plan limité par les rayons À4/ 
et AP se transforme en une figure limitée par un seul rayon 
A'M" (fig. 39, à droite). Cette dernière figure peut être 
considérée comme un plan ayant rejeté (ou exclu) le rayon 
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A'M". En parlant ainsi, nous voulons souligner que cette 
figure est formée par tous les points du plan, excepté les 
points se trouvant sur À'A/". Si on prend, sur le demi-plan, 
deux rayons AQ et AR quelconques inclinés sur Az sous des 
angles 1 et @2 (p2 >> pi), ils forment entre eux un angle 
œ — Po — Pi. Par la transformation 2° — z? ces rayons 
deviennent A’Q' et A’R”, inclinés sur À'x’ sous des angles 
2%, et 2ps On voit aussitôt que l'angle Q’A"R" est égal 
à 2P2 — 2q1 = 2 (f2 — pi) = 2u. 

Donc, les angles ayant leur sommet en À doublent par la 
transformation z° — z?, en d'autres termes, au point À 
la transformation n'est pas conforme. 


3 Nous allons montrer que les angles ayant leur sommet 

en n'importe quel point z, 0 ne changent pas au 
cours d’une transformation 2° — 2°. Il en découlera que 
l'origine des coordonnées est le seul point auquel cette trans- 
formation cesse d’être conforme. 

Soit ZL une courbe quelconque issue du point z,. Si sur Z 
on prend un point z, distinct de zo, la direction de la sécante 
réunissant Zo et Z, Coïncidera avec la direction du vecteur 
QoQ représentant la différence z, — 29 (fig. 40, à gauche). 
Au moyen de la fonction z' = 2°, la courbe ZL se transforme 
en une certaine courbe L’, et les points z, et z1, en de nouveaux 
points 2, = 25 et z, — z' situés sur la courbe ZL’. Il est 
évident que la direction de la sécante réunissant z; et z; 
coïncide avec la direction du vecteur Q 0, représentant la 
différence z, — z, (fig. 40, à droite). Nous comparerons entre 
elles les directions des deux sécantes ; il suffit pour cela de 
comparer entre elles les directions des vecteurs 2, — 2, 
et Zi — z. Comme l'angle qu'ils forment, mesuré à partir 
du vecteur z, — z, vers le vecteur z, — z,, coïncide avec 


l'argument du quotient — à toute la comparaison 
1 — 20 


| x Z1 — 20 , Zi — 2 à 
revient à calculer arg _ + Le quotient peut être 
17 40 
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Fig. 40 


modifié en substituant à z, et z, leurs expressions: z, = 2; 
et z. = 2;. Nous obtenons: 


2: — 2  2$—72è Z1 — 2ZQ 
AO — LD — 7, + 7 et NE — arg (21 + 20). 


Par conséquent, l'angle entre les directions des sécantes des 
courbes Z’ et Z menées par des couples de points correspon- 
dants z9 et z, (sur L) et z, = 2 et z, — 2° (sur L') est égal 
à arg (z1 + Z0). En passant des sécantes aux tangentes, le 
point z, sur la courbe ZL se rapprochera indéfiniment du 
point Zo. 

Le point z;, = z? se rapprochera alors aussi indéfiniment 
du point z,—7z; sur la courbe L’. C'est pourquoi nos sécantes 
se rapprocheront aussi indéfiniment des tangentes menées 
en Z, et z,, et l'angle entre les sécantes, de l'angle entre les 
tangentes. Mais l'angle entre les sécantes est égal à 
arg (Zo + Z1) et, si z1 tend vers Zo, il tend vers arg (225); 
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ce dernier coïncide avec arg Zo. Donc, l’angle entre les tan- 
gentes aux courbes ZL” et L menées aux points correspondants 
z, = 25 et z, est égal à arg z6. Si, par exemple, z5 = 2, 
arg Zo — 0. D'où il découle que la direction de la tangente 
au point z9 = 2 à toute courbe Z menée par ce point coïnci- 
dera avec la direction de la tangente au point z, = z; = 4 
de la courbe L'” en laquelle la fonction z° = z° transforme Z. 
Si 20 — à, arg Zo = 90°; par conséquent la tangente au 
point Zo = é à toute courbe L menée par ce point et la tan- 
gente au point 2, = à — —1 à l’image de la courbe L’ 
sont réciproquement perpendiculaires. 

Pour revenir au cas général, on peut dire que les tangen- 
les font une rotation d'un angle égal à arg z9 quand les 
courbes passant par le point z, sont transformées par la 
fonction z' — 2°. 

Dès lors, on comprend facilement pourquoi les angles 
ayant leur sommet en z, (20 0) restent invariables dans 
cette transformation. Si deux courbes Z, et L;, passent par 
le point z, en formant un angle «& en ce point, ceci signifie 
que les tangentes aux courbes en ce point forment entre elles 
un angle «. Après transformation, le point z, passe au point 
z, = 4 et les courbes Z, et L, deviennent les courbes L; et L,. 
Les directions des tangentes au point z, à ces nouvelles 
courbes sont obtenues à partir des directions précédentes 
des tangentes par rotation d'un même angle égal à arg 20. 
Il est évident que l'angle entre les nouvelles tangentes con- 
serve Sa valeur précédente &. Or, ceci signifie que l'angle 
entre les courbes ayant son sommet en un point z9 #0 
quelconque ne change pas dans la transformation 2° = 2°. 

Remarquons que le procédé par lequel nous avons démon- 
tré la conformité de la représentation z° — z°? est également 
applicable à d’autres fonctions, par exemple, la fonction 


. 2—4a . . 
homographique 2° — y OU la fonction de Joukovski 


u 


2! — + (2 + —) . Seulement, on obtient ici d’autres ex- 
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pressions pour l'angle de rotation de la tangente. Ainsi, 
avec la fonction homographique, les tangentes aux courbes 


passant par le point z, tournent d’un angle égal à arg Tr 5 
re 


et dans le cas de la fonction de Joukovski, d’un angle égal 
LD Î e. e 
à arg (1 — 3) . Dans le premier cas, il faut supposer de 
0 
Q . 2—û 0 Lé 
plus que 2,  b (en ce point l'expression = (St privée 


de sens); dans le second cas, il faut supposer que z9 0 
(pour une raison analogue) et, en outre, que z5 Æ +1 (en 


; 1 : ? 
ces points 1 — “I devient nul et, par conséquent, 
U 
1 à see 
arg (1 — 2) perd son sens). On pourrait vérifier que, dans 
0 


le cas de la fonction de Joukovski, la transformation cesse 
d'être conforme aux points —1 et +1: les angles ayant leur 
sommet en ces points doublent en se transformant. 


33 Examinons ce que devient, par la fonction z° = 2°, 
une circonférence passant par le point À. Supposons 
que la tangente à la circonférence en ce point forme avec Ax 
un angle œ (fig. 41). Il est évident que la circonférence se 
trouve dans le demi-plan limité par cette tangente. La 
fonction z’ — z° transforme le demi-plan en un plan dont 
le rayon A’M' est rejeté. Pour trouver l’image de la circon- 
férence, menons à partir de À sur le demi-plan tous les 
rayons possibles et marquons sur chacun d'eux le point 
d'intersection avec la circonférence. Pour fixer les idées, 
sur notre figure, nous avons mené 7 rayons; tous les angles 
NMAB:;, BiAB;, B2AB3, ..., B,.AP sont pris égaux entre 


1° ; 
eux (22 +) . La fonction z° = z° les transforme en rayons 


formant entre eux des angles deux fois plus grands ; chacun 
de ces angles M'A'B,, B'A'B;, B;A'B;, ..., B;A'P' est 
égal à 45°. 
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Calculons où passent les points B:, B:, Ba, ..., B. 
Les distances de leurs images B,, B;, B;, ., B;, au point 
A' seront égales aux carrés des dislances AB;, AB, 


AB3,..., AB3. Mais on h: voit sur la se 4 que AB; — 

— AB, = VA sin 22 d — = D sin 22 À — (D, diamètre de la 
LIRCON STE ensuite, 18, - - _AB,=D sin 45°, AB; = AB;=— 
= D sin 67 . , AB, = D. Il reste à remarquer que 


{— cos 45° _2— V2  2—1,4142 0 1464 . 


L 1 {° 
N 2 sd EE SEE —— | ROSES Es — 
sin? 22 D 5 z 7 Le 


sin? 45° — 0,5000 . . ., sin? 67 . — cos? 22 . = À — 


— sin? 22 : = 0,8535 . . . Par conséquent, A4'B° — 


— A'B, — 14647,  A'B, = A'B; = 0,5000D?; A'B, 

= A'B;, = 0,8535D? ; A'B: = D}, Par les points À’, *B:, 
B;, B:, ..., B; passe une ‘courbe qui est l'image de la cir- 
conférence obtenue par la transformation z° — z°. Pour en 
avoir une idée plus précise, on pourrait prendre un plus 
grand nombre de rayons. Cette courbe est appelée cardioïde 
(en forme de cœur). On comprend aisément que la figure 
hachurée sur la fig. 41, à gauche (elle est obtenue à partir 
d'un demi-plan dont on a rejeté une circonférence)se trans- 
forme par la fonction z° — z? en la figure hachurée sur le 
même dessin, à droite. Cette dernière est limitée par la 
cardioïde et le rayon A’A/” formant un angle 2® avec la 
direction positive de l'axe réel. On peut montrer que le 
rayon A’M" est dirigé selon la tangente à chacun des deux 
arcs de la cardioïde, issus du point À. En effet, menons sur 
la fig. 41, à gauche, un rayon AB quelconque et soit B le 
point de son intersection avec la circonférence ; si l'angle 
MAB = «a, AB = D sin a. Au moyen de la fonction z° — 
= z°, ce rayon se transforme en rayon A’B” (fig. 41, à droite) 
de sorte que le point B°, image du point B tombe sur la 
cardioïde. En vertu des propriétés connues de la transforma- 


236 


Pa 

tion z' — z? nous avons: M'A'B" = 2a et AB — AB? — 
— D? sin? «. Nous considérerons l'angle & comme variable 
et nous l'obligerons à se rapprocher indéfiniment de zéro. 
L'angle 24 entre A’B" et A'M” se rapprochera alors aussi 
indéfiniment de zéro et le rayon ÀA'B” même, sécante de la 
cardioïde, tournera autour du point À’, en se rapprochant 
indéfiniment de la position limite A'Af'. Ce faisant, le 
point B’, point d'intersection de la sécante avec la courbe 
le plus proche de À’, se rapprochera indéfiniment de À’, 
étant donné que la distance À'B' = Dsin® « tend vers 
zéro quand æ& tend vers zéro. D'où il découle que A’, 
position limite de la sécante, est la tangente à la courbe 
A'B;B;,... au point 4”. On peut de même se rendre compte 
que A’M' est aussi la tangente à l'arc 4'B:B;... au même 
point À’. 


34 Voyons maintenant la fonction de Joukovski z° — 
5 (:+—) et appliquons-la à la transformation 


d'une figure limitée par deux circonférences : l’une passant 
par les points —1 et +1 et l'autre, tangente au premier 
intérieurement au point 1; cette figure est hachurée sur la 
fig. 42. 

Pour commencer, nous allons nous rendre compte que la 


; I 1 ñ es 
transformation z° RE: (z +=) peut Ctre ramenée à quel- 
ques transformations successives plus simples d'un genre 
que nous connaissons déjà. À cette fin, considérons le rapport 


z'—{ . : RSR . Ü I S ’, 
7 Ti Substituons-v 1 expression © (2+ —) à Z; nous 
trouvons: 


z'— 1 74) 224127 (=1)". 


End ne end 
——… 
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} . La réciproque est également vraie. En 


Donc, de la relation 2° — 
z'—1 (= 
2'+1  \z+1 
effet, de la deuxième, nous tirons: 


ir (5) +(5). 


(242) il découle que 
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Donc, les relations z° = s(+—) et Re =) sont 
os | 2 z gti 7 Vzbi 
équivalentes (elles découlent l’une de l'autre). 

C'est pourquoi la transformation de Joukovski z° — 
+ (24) peut être représentée sous la forme = 


z— | 2 . Q A # s . 
— (=) . On doit obtenir le même résultat. Mais on voit 
maintenant que le passage de z à z’ peut se réaliser en trois 
étapes. On commence par passer de z à la variable auxiliaire 


z, d'après la formule : 


z— 


33 — z2+i Ù (1) 
puis de Z;, on passe à z, par la formule : 

Z2 = 2}, (2) 
enfin de z, on passe à 2’ par la formule : 

z'—1{ 

2 +1 2 (3) 


Le lecteur se rendra compte aisément que si l’on porte en (2) 
l'expression z, donnée par la formule (1) et qu’on porte ensui- 
te l'expression z, obtenue dans la formule (3), on obtient 
la transformation voulue : 


z2—1 (— 2 
ei): 

Quel sens y a-t-il à remplacer une transformation de 
Joukovski par trois transformations (1), (2) et (3) effectuées 
l'une après l’autre? Le sens en est que chacune de ces trans- 
formations est plus simple et déjà connue. 

Donc, appliquons à la figure représentée sur la fig. 42 
la transformation (1); ensuite, à ce que nous avons obtenu, 
la transformation (2) et, enfin, appliquons encore à ce qu'on 
obtient ainsi la transformation (3). 
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Fig. 44 


Rappelons qu’au $ 30 nous avons déjà trouvé que la 
figure représentée sur le dessin 38, à gauche (or, elle coïncide 
avec la figure du dessin 42) est transformée au moyen de la 


fonction z, = _ [c'est-à-dire de la fonction (1)len la figure 


représentée sur le dessin 38, à droite. Cette dernière est 
limitée par la droite passant par le point 0 et formant un 
angle @ avec le sens positif de l’axe réel et par une circonfé- 
rence tangente à cette droite au point 0. On peut caracté- 
riser cette figure comme un demi-plan dont on a retranché 
la circonférence. Transformons ensuite cette figure par la 
fonction z; = z (2). On voit aussitôt sur la figure 41 que 
nous avons déjà résolu ce problème au $ 33. A la fin de ce 
paragraphe, nous avons noté qu'on doit obtenir la figure 
représentée sur le dessin 41, à droite; elle est limitée par 
un rayon et une cardioïde. Il reste, par conséquent, à appli- 
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quer à cette dernière figure la transformation _ = Z9 (3). 


Ici z’ peut être considéré comme une variable indépendante, 
et z, comme une fonction. Il découle de ce que nous avons 
dit au $ 28 que lorsque z, décrit le rayon AÀ'M", issu de 
l'origine et incliné sur la partie positive de l'axe réel d'un 
angle 2®, le point correspondant z’ décrit un arc de circonfé- 
rence réunissant les points +1 et —1; la tangente à cet arc 
au point +1 forme également avec la direction du point —1 
vers le point +1, c'est-à-dire avec la direction positive 
de l’axe réel, un angle 2 (fig. 43). 

Nous avons donc trouvé l'image du rayon A’ obtenue 


z'—1 : 
—— = Z Pour t r l’ 

71 Zo trouve image 
de la cardioïde, on pourrait suivre où passent ses points, 
par exemple B;, B;, ..., B:. Cependant, nous n'effectue- 
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par la transformation 


rons pas de calculs encombrants et nous nous contenterons 
de représenter la courbe transformée sous son aspect défini- 
tif sur la figure 44. 

La figure qu'elle délimite a l'aspect d'un profil d’aile 
d'avion (coupe transversale). Les savants russes S. Tchaply- 
guine ct N. Joukovski ont été les premiers à proposer des 
profils de ce genre, c'est pourquoi on les appelle profils de 
Joukorski-Tchaplyguine. En faisant varier l’angle @ d'incli- 
naison de la tangente au cercle au point 7 (fig. 42) et le rayon 
de la plus petite circonférence, on obtient différents profils. 
En particulier, si l'angle œ est droit, c'est-à-dire si la plus 
grande circonférence est construite en prenant le segment 
de —1 à +7 comme diamètre, le profil correspondant est 
symétrique par rapport à l'axe réel (fig. 45). Un tel profil 
est appelé parfois gouvernail de Joukovski. 

Les profils de Joukovski-Tchaplyguine sont les princi- 
paux profils dans toutes les recherches en théorie de l'aile 
d'avion. 


EXERCICES ET PROBLÈMES 


1 Démontrer que si deux nombres complexes €; = a; + 
+ ib, et co = @2 + ib, sont égaux, leurs parties réelles 
et imaginaires prises séparément sont aussi égales : a; = @: 
et D, — Do. 

Indication. Partir du fait que des nombres com- 
plexes égaux sont représentés par des vecteurs égaux en lon- 
gueur, parallèles et dirigés dans le même sens. 


En se servant des lois de commutativité, d'associativité 
et de distributivité de l’addition et de la multiplication, 
effectuer les opérations suivantes sur des nombres complexes : 


a) (3—7i)+(—2+i)+(—1+5i); 
b) (3—7i)(3+ 7); 


c) + (1+iV3); 
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d) (+iÿ:(1—i) ; 
D V2) 
o (+1) 
Réponses. a) =—i; b) 58; c) 1 — V3 
+i(+ V3); d) —1; e) —1. 
3 Démontrer que tout nombre complexe c = a + bi 0, 


dont la valeur absolue est égale à r et l'argument égal 
à &, peut être représenté sous la forme: 


c = r (cos « - i sin &). 
(forme trigonométrique d'un nombre complexe). 


© INDICATION. Exprimer «a et b par r et &« au moyen d'un 
tracé sur lequel c — a + bi est représenté par un vecteur. 


A Démontrer que si 
Cy = ri (cos &i + à sin œ&y) et Co = lo (COS a+ à sin œ2), 
il s'ensuit que: 


CiCa = rio [cos (œy + @>) + à Sin (ai + œo)l. 


@ INDICATION. On se servira de la formulation géométrique 
de la règle de multiplication des nombres complexes ou 
bien on multipliera c; par c, en se servant des lois de l’addi- 
tion et de la multiplication et en appliquant ensuite les 
formules pour le cosinus et le sinus d’une somme. 


5 En s'appuyant sur le résultat du problème précédent, 
démontrer que si: 


c = r (cos &« + i sin &) 
(r est la valeur absolue de c, et & argument de c), on obtient : 
c" = r" (cos n4 -- i Sin n«) 
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(x est un nombre naturel). En tirer que: 
(cos « +- i sin «)" — cos na + i sin nœ 


(formule de Moivre). 
En se servant de la formule de Moivre (voir exercice 5), 
calculer : 


a) 2 VA » (544) 


@ INDICATION. 2 + i _ —= cos 45° + ÿ sin 45°; Ver 


5 . —= cos 30° + à sin 30°. 
24 


© RÉPONSES. à — 1 : 


7 A partir de la formule de Moivre (voir exercice 5), tirer 
la formule pour cos na et sin r7«, pour n = 2, 3, 4. 


@ INDICATION. Dans la formule de Moivre (cos & + 
+ isin &)" = cos na + i sin na, il faut élever cos à + 
+ i sin & à la puissance » par multiplication directe [par 
exemple, (cos «a +- i sin a)? — cos? « + 2i sin « cos & + 
+ sin? «], puis écrire que les parties réelles et imaginaires 
à droite et à gauche du signe = dans la formule de Moivre 
sont égales entre elles. 


© RÉPONSES. cos 2a — cos? «a — sin” & ; sin? & — 
— 2 sin &« cos a; cos 84 —= cos? a —3 cos «a Sin? «à ; sin 34 — 
— 3 sin & cos? &« — sin & ; cos 4a = cost « — 6 cos? « sin? « 
+ sinŸ a; sin 44 = 3 sin « cos° « — 4 sin? « cos @. 


8 Que devient un triangle ayant ses sommets aux points O0, 
14 — i, 1 + à par la transformation: 


Vi. 


= (+ 
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Quel est le sens géométrique de cette transformation ? 


@ INDICATION, Commencer par mettre en évidence le sens 
géométrique, Mais on peut commencer aussi par calculer 
les sommets du triangle transformé. 


9 Que devient un demi-plan situé au-dessus de l'axe réel 
el s'appuyant, comme sur un diamètre, sur un segment 
ayant pour extrémités —1 et -: 1, après une transformation : 


2 2=15 

7 2t 1 
® RÉPONSE, Un angle droit limité par la partie supérieure 
de l’axe imaginaire et par la partie négative de l'axe réel. 


10 Que devient un angle & ayant son sommet à l'origine 
des coordonnées par suite d'une transformation z° — 

— nn 

+ ? 


®@ RÉPONSE, Un angle d'ouverture 34 ayant son sommet 
à l'origine des coordonnées. 
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